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Trcndelenburg, HistOTische Beilràge zur Philosophie. Berlin. Bettige, 1867. 
¥. Ili , p. 1-63. 

L'idea di un calcolo logico, a calculus raliocinalor » , come uà ramo indi- 
pendente della scienza tu però data da Leibniz (^) , che -basandosi sul paralle- 
lismo fra oggetto, idea e segno, che figura di già nell'antica filosofia dei Cinesi 
(Confucio) (*), voleva istituire un tal simbolismo dei concetti, che fosse i eine 
adilquate und daher allgemeine Bezcichnung des Wescns , und zwar durch eine 
solche Zergliederung in die Elemente der Begrifi'e, dass dadurch eine Behandiung 
derselben durcb Rechnung moglich werden solite » (Trendeienburg op. cit. p. 6). 

Questa idea fu realizzata, verso la metà del nostro secolo, dal matematico io* 
glese George Boole ('), le cui dottrine furono continuate da Jevons, Ellis, 
Poìrce, Mac Coli, Hac Parlane, Halsted ed altri {*). 

Indipendentemente da questo movimento , che si sviluppò in America ed in 
Inghilterra, Robert Grassmann s'occup6 del medesimo soggetto e trovò al- 
cune proporzioni interessanti, parte nuove, parte coincidenti con quelle di Boole (*). 

Ernst Schroder (") -col suo opuscolo « Der Operalionskreh des logik- 
colcutó». Leipzig, Teubner. V+37 p. - nel 1871 e Giuseppe Peano nel 1888 
resero note in Germania ed in Italia le teorie di Boole, esposte in forma alTatto 
elementare e chiara (*'). 

Oggetto della logica deduttiva sono le forme pare del pensare, cioò i concetti, 
i giudizii ed i raziocinii ; e , precisamente, considerati in sé e nelle loro relazioni, 
cioè dei concetti nei giudizii, e dei giudiziì nei raziocinii. Si convenne pertanto di 
denotare con lettere i concetti considerati estensivamente , cioè secondo la lo>'0 
sfera. P. e. se con a simbolizziamo il concetto « verde n , si intende con questa 
lettera quel campo del pensabile, nel quale sono contenute tutte le cose che sono 
verdi, a si può chiamare un pezzo della varietà logica (logiache MannigfaltigkeU, 
formata da tutto il pensabile) oppure una somma di elcmenli (enti, individui, 
che, nel nostro caso, sono verdi). Si chiama anche cidsse (nome generico), perchè 
viene pensata con essa una classe o specie di oggetti, la quale classe può, natu- 
ralmente, in certi casi restringersi ad un solo individuo (nome proprio). 

Se a e b sono simboli dì tali classi , allora si ottiene con la moltiplicazione 
(nella logica determinazione) o con l'addizione (collezione) degli stessi, di nuovo 
un simbolo di una classe, ed ab denota il campo comune ai due campi a e & , 
a + Ò il campo nel quale a e b si completano scambievolmente ("}. 

Queste operazioni (come eluce dall'esperienza o può venir preso assiomatica- 
mente) hanno le proprietà commutativa ed associativa : 

a-6 = 6-o , a + b = b + a , 

o.(6c) = (a6)-c , o + (6 + e) =(o + 6) +c 

ed ancora una doppia proprietà distributiva (Peirce) (*■): 

a(6 + c) = a6 + ac . a + (tc = (a+ 6)(a + c), 
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Il fin qui detto risguarda 1 concetti: ora bisogna considerare il giudlsio, che 
esprime appunto una relazione fra concetti. 
Dati due concetti a e 6, allora è 



06 = 0. 

Dal primo caso ( n relation of total excltision u ) seguono immediatamente i 
giudizii : 

« nessun a è b t 

e nessun bea» 

I tutti gli a sono non b (6,) n 

i tutti i b sono non a (a,) i ; 

dal secondo ( e relalion of parlial-it may be total inclusion » Gayley, Qnart. 
J. XI p. 282) : 

a alcuni a sono b n 

( alcuni b sono ai. 

Queste sono tutte le relazioni possibili. Prendendo a, invece di a , si hanno 
gli stessi giudizii di prima, nei quali comparisce invece di a , a, e viceversa — es- 
sendo (o,), ^a (Cayley). 

Una relazione a fra i concetti a e b, può esistere sempre (categorica) , cioè 
per tutto il pensabile , oppure per un certo numero di enti (condizionale). Con 
m : a intendesi la classe formata da tutti gli cuti per cui è vera la proposizione 
a. (Peano). 

Se questa classe è = 1, allora la proposizione vale per tutti i valori di ce, è 
identica, se =0, allora non vale per alcun x, è assurda. Nel giudizio poi c'inte* 
ressa specialmente di sapere se la relazione a ab valga per tutti gli enti compresi 
da a oppure no. 

SiB 

ab = 0, 

allora il prodotto a ab esisterà e sarà eguale ad ab, quando 
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Continuando in questa maniera , si può s?iluppnre k teorìa del calcolo coi 
giudizii : ma si vede subito che è lo stesso simbolismo . che prima usammo 
concetti ; cosi che dando ai segni ambe le interpretHzìoni (una volta come simboli 
di classi, l'altra come simboli di proposizioni) coi teoremi ed operazioni poc' anzi 
svolti , vengono trattate contenì pò rancamente le dottrine del concetto e del giu- 
dizio (Pei ree). 

Il calcolo logico culmina coi due teoremi seguenti (Boole): 

I. Teorema di sviluppo (analogo del teorema di Taylor): 

Ogni classe b può venire espressa linearmente ed omogeneamente per mezzo 
d' ogni altra a : 

b=f{n) = xa + yai , 

dove X eà y sono coelTicienti indipendenti da a, o rispettivamente eguali a f{l) 
e fiO) — ciò che si ricava dall' espressione superiorn con la sostituzione di 1 , 
por a - ; cosi che 

La formula analoga per due argomenti è 

fia ,b) = f(l ,l)ab + fa , 0)ab, + f{0 ,l)n^b -ì- f{0 , 0)a,bt 

e cosi via. 

Si può notare che la somma dei fattori dei coeCQcienti ^(1) , ^(O) e rispetti- 
vamente f{l,t) ,fll,0) , ... è eguale ad 1, e che gli stessi Taltori {cosUtuenti) 
son fra di loro disgiunti, cioè i prodotti di due di loro, p. e. a,a,,{ab),{ab,)..< 
svaniscono. 

II. Teorema di risoluzione ed eliminazione. 
Dall'equazione 

f{a) = coa + yat=^ii (") 

si può Bempre ricavare a oppure eliminarlo, ed è 

!cy=ra)no)=o 

il risultato dell'eliminazione, ed 

a = tia;, + y = u/'(i), +/'(0) 

la risoluzione completa dell'equazione per a , dove u indica una classe arbitraria 
che può variare da ad 1. 

Dallo studio delle relazioni scambievoli dei giudizii scaturisce la teoria del ra- 
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I due tìjÀ di pertnttuione — di GrassmaoD e di SebrSder — lunno 
questo di eomone, che essi partendo da an prìDcìpio ammesso, dedaeono le eeo- 
seguence ebe ne derivano, cioè ranno dal generale, dall'astratto a] particolare, 
al concreto. Essi concordano nel metodo sintetico , col quale venifano pure con 
dotte le ricerche di qoel tempo risguardaoti la teoria delle funzioni, delle scuole 
di Biemann e Caneby. (Jn metodo, il quale benché conJuea a brillanti risultati 
ba sempre in si alcunehi di indeciso e di insecur», cbe si Ta sentire nella com- 
preasione completa delle proposìsioni, nella precisa Talutasione della portata delle 
prove. 

Ho cercato pertanto di fondare il calcolo logico in un modo piìi rigoroso ; e 
precisamente seguendo l'esempio grande ed istruttìTO del eh. prof. Weierstrass, 
analiticamente ; partendo da fatti empirici , cbe si hanno specialmente dall' esser- 
fazione delle relazioni fra i concetti - l'espressione delle quali dà il giodizio, cbe 
è il primo dato dall' esperienza , - derivare semplici leggi e colla ripetizione di 
un procedimento già definito e conforme alla natura, cioè dell'algoritmo della mol- 
tiplicazione (determinazione), giungere al concetto dell'ente (elemento). 

Da questo risulterà facilmente il campo logico (varietà) , come luogo di tali 
enti; e si esamineranno le sue proprietà. Collo stabilire le operazioni fra questi 
elemenU si ricaverà il concetto della classe, e cosi, con una investigazione rigo- 
rosa dei teoremi fondamentali, verrà resa possibile una congiunzione con gli studi 
attuali. 

In breve, anziché partire dalla considerazione delle operazioni coi simboli ed 
esaminare poi se valgano nella logica , si considererà subito tutto il pensabile e 
si mostrerà che vi valgono tali relazioni. 



Quantità logiche e loro operazioni. 

Diciamo quanlilà logica tutto ciò che può essere pensato (senza contraddi- 
zione logica) (*'). 

Queste quantità possono venir compnrate fra loro nell' unità della mente , e 
da questa comparazione otteniamo le seguenti tre relazioni possìbili : 
I. Con una quantità a viene pensata anche l'altra b. 
IL Con una quantità a viene pensata parte della b. 
HI. Con una quantità a non viene pensata la b. 
Questi sono gli ultimi postulati della logica, che rendono possibile il pas- 
saggio da un pensiero all'altro e su queste relazioni (inclusione, esclusione par- 
ziale totale) si basano tutte le operazioni logiche. 

SI vede cbe nell'idea di quantità logica è compreso si il concetto, che il giu- 
dizio, il Tstiociolo e In generale qualunque fonnaiione logica ancor pia complicata, 
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Dimostreremo il seguente 

Teorema. Le operazioni 'iella somma (a + b), del prododo (ab) h dello diffe- 
renza (a-b) logica sono sempre eseguibili ed univoche cioè hanno un signifi- 
calo: e precisamente 1.* la somma, sempre; 2." il pradollo , quando i fallori 
sono fra loro nella i o il relazione; 3.° In dilfurenza, quando le <ftie quantità 
logiche sono nella 1 relazione. 

1.<* Dati a e b bì prenda una quantità a, che soddisfi alla diseguuglianta 

a, >a, ò. 

Una tale quantità si può sempre trovare, e nel caso più sfavoretole abbraccia 
tutto il pensabile, nel quale a e 6, quantità logìclie, devono essere certo conte- 
nute, per definizione. Allora si potrà trovare una quantità a, tale che sia 

«1 > a , 6 , 

oppure non la sì può trovare- In quest' ultimo caso è , per la definizione della 
somma 

o, = n -j- fc. 

Nel caso che si trovi un tale a,, sì cercano successivamente un a,, un a^..., 
che soddisfino alle disuguaglianze 

a* < «*-! . 
at>a,b, (k=I,2,3...Ti...). 

Dovendo gli 0^ mantenersi sempre maggiori di n e di b, la serie decrescente 
degli stessi avrà, per un noto teorema d'algebra, un limite inreriore a (>ffl,l(), 
e sarà 

a = a+b, (vedi flg. 4-6). 

CoRouARio 1.* Se à (fig- 4) 



oppure se è 



a(^ Ot) = o-l-6 = « 
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Dovendo gli Ox mantenersi sempre minori di a e di 6, la serie crescente degli 
stessi avrà, per un teorema d'algebra, un limite supcriore a (<o, ,b), e sarà 

a = ab * (vedi fig. 7-8). 

Corollario. Se 6 (Og. 1) 

6<a 
oppure Ee è 

segue ^ 

S.^'Sieno date le due <iuantUà logiche a e b. Se esse si trovano in una delle 
due ultimo relazioni, non sussiste l'ineguaglianza 



e quindi non si può parlare di dilferenza. Se esse si trovano nella I relazione 
allora si potrà trovare un a, tale che sia 

a^<a,b^ , (b, è la negazione di b) , 

oppure no. In quest'ultimo caso a contiene b , e viceversa, ed 6 

o-&=0, 

per deflnizione. 

Se si può trovare un tate a, , si cerchi un a^ tale che sia 

a, > a, , 

a, < a , 6( , 

Se non lo si può dare, sarà, per la deflnizione della difTerenza , 

a, = a — 6. 

Altrimenti, si cerchino successivamente a, , a, ... tali, che soddisfino alle dis- 
uguaglianze 

a* > «k-i . 

ak<a,6, ; {ft=l,2,3 ,...»...)■ 
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ossia, oltre di x , esistono iincora iiltrt enti contenuti in 

fi 0(. 

Nel I) caso x ò dcQnito il;ille n note, nel 2) In definizione non è compiuta; 
ma si puù dimostrare clic con 11 su Ilici e n temente grandi, In quantità 

tende al limite 0. Ciò 6 detto piìi precisamente dal seguente 

Teobema. Chiamato \ un dalo cnie ed aj (t = 1 , 2 . ... n), n sue no(e, per ogni 
gr\indtzza iofltcn 8 , coiKunijve piccoin e rappreseli fnòi'l e netto forma il Oj , esiste 
un N («le, che per ogni 

Il > N , ('«j 



n a, -x<e. 



Difatti è , per l'ipotesi, 



quindi 



Or basta mostrare cbe li a^ , con n crescente, può essere fatto quanto pic- 
colo ci piace ("). 

Per provar ciò , osserviamo che is sempre possibile trovare un tale a^^.^ , 
che sia 



n Qj - "ri «1 > o. 



n a,> n at 

1-1 i-i 
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nota 0.+, , escludendo le ultime mentovate, esercita un'inDuenza sulla delimita- 
sione del n a.. 

Allora si può fare II a, , con un n suRIciententente grande, piccolo quanto 

i=l 

ci piace, e, specialmente, prendendo 

n>m+ 1 , 

se lo può fare minore di n a^ o di £; quindi, poiché, per dcQDizione della diffe- 
renza, è 

n fl/ - a: < n Oj , 
sarà a forliori 

Il Oj ~ X < 5 

e. T. d. 

Da ciò segue che, con un numero sufficientemente grande di note, si può av- 
vicinarsi quanto si vuole ad un ente, sussistendo nel limite l'eguaglianza, 



limf il 0(1= ce (vedi fig. 10). 



Noi diciamo anche questa una deQnìzìone, in senso lato; scegliendo le note 
a, a,... Un in modo che esprimano le qualità essenziali dell'ente da dellnirsi, ed 
astraiamo dalle note accidentali, che ancora mancassero (">). Cosi che, per scopi 

determinati, possiamo sostituire II a, con x, cioè pensare scambievolmente uno 

con l'altro : e sussiste l'eguaglianza. 



Spazio logico- 

Si giunse al risultato, che, con un numero n suOlcientemente grande di note, 
sì può rappresentare ogni elemento ; e cosi è risolta la questione della definizione 
di un dato ente. 

In questa maniera di dipendenza dell'ente dalle sue note, si può ravvisare 
la relazione, nella quale un elemetilo (punfo) di una varidà {tnolliiilicilà, Jf'in- 
nigfaUighcil) di n dimensioni, viene fissato da n variabili indipendenti (coordinale). 
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rale, la posìsìone dcireleroento - e quindi a, - ò dipendente dal modo nel quale 
l'ente possieda la nota e, ; e prccìsainento Intanto se positiva o negatifa. 

Due elementi diversi che giacciono entrambi entro e, , hanno, coma si disse, 
la Torma n, s, , ff^'s,, dove a, ed o,' sono entrambi positivi, ma fra loro diversi: 
che se Tessero uguali, sarebbe anche e = e', contro l'ipotesi. Si osservi ora che 
non tutti gli cnlì giacenti in z, possiedono egualmente la nota e, ; cioè non tulli 
hanno un cgual grado della pro|iriclà e,. P. c. non tutti i corpi sonori producono 
un suono di cgual grado — rispetto all'altcìza non Tanno un cguat numero di vi- 
hriizioni. Ma nel concetto di suono cadrft il suono proietto <la più e quello da meno 
vibrazioni ; nella sfera di e, sono compresi tutti gli enti che hanno tale proprietà 
in grado massimo e mìnimo Ora che cosa potrà distinguere il grado chrt dì tale 
proprietà ha un ente a dilTurenza di un altro situato entro la sTura stessa t Sol- 
tanto la posizione di detti enti entro la sfera — e quindi il parametro a, , fun- 
lione della detta posizione. Cioò noi non possiamo supporre arbitraria ed indifTe- 
rente la posizione di tutti i concetti e racchiusi in £, , ma dobbiamo disporti in 
modo tale, ila poter giudicare dalla loro posizione il grado con cui essi posseg- 
gono tale proprietà. Noi possiamo adunque assegnare ad a, ed a,' - che, come ve- 
demmo, sono parametri variabili colla posizione dell'ente -valori numerici pro- 
porzionali al grado col quale essi possedono la nota s, ; perchè appunto il grado 
dipende dalla posizione. 

Nella rappresentazione grafica mediante circoli (proiezioni delle sfere dei con* 
cctti), il grado col quale un ente e possiede una nota e^ ò inversamente propor- 
zionale alla distanza a(flg. il) di detto ente dal centro (C) del circolo rappre- 
sentante la nota e, : essendo per 

«>r 
o, negativo, e per 

a<r 

a, positivo. Il grado è massimo al centro : alla periferia è nullo. 

Si osservi intanto che la dellnizione della grandezza della quantità logica , 
misuralo dal parametro o, , è data indipendentemente dalla rappresentazione gra- 
fica. Noi abbiamo detto, che ridotto un elemento alla forma 



possiamo attribuire ad n, un valore numerico proporzionale al grado col quale e 
possiede la nota 11 a^ : essendo che vi ha sempre nella qualità un elemento quan- 
titativo, un grado (vedi annotazione 32). Cosi, prendendo due suoni di eguale in- 
tensità, noi li poH.s;iamo distinguere dalla loro diverga altezza, e stimare a, se- 
condo fi numero delle vibrazioni. Similmente possiamo distinguere due toni egual- 
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varietà logica, inlcn<Icnito con questo termine il luogo di tutti gli enti 

lì a. e., 
percorrendo o^ lutti i valori ("). 



Operazioni cogli enti. Classe logioa. 

Si può mostrare recilmentc che lo spazio logico si estende airinfinito, se con- 
siilcrinnio gli clementi con coordinati^ a^ infinitamente gnmdì . come posti io di- 
stanza infinita, in queste direzioni. 

Poiché per ogni dato onte e con coordinate % grandi a piacere, può essere 
costruito un altro e' , le cui rispettive coordinate a^' sono sempre maggiori di 
a^. Poiché un tale 



e'= fl ot'e* 



è, secondo la dcGnizione, un concetto privo di contraddizione, e precisamente un 
elemento. 

Qui va aggiunta l'osservazione, che a^ in generale è una grandezza numerica, 
ma tuttavia è considcruta contemporaneamente come una quantità logica , cioè , 
colla stessa si opera secondo lo leggi delle operazioni logiche ; p. e. se è 



OjOl 


= »4 


»«"»' 


= 


5-5 


= 5 


S-6 


= 0. 



Poiché questi numeri, come pensieri senza contraddizione, rappresentano quan- 
tità logiche ("). 

Si può adoperare por l'elemento 
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dargestellt werden kHiin als die Hisciiun}; dreier Grundrarben (e^) , von deiicn 
jeder ein bcstìnimtcs Quantum {Oi^) anzunenden ist. 

Hit deui Farbenkreisel kaun man solchc Nischungen und Abmessungen wirk- 
lich ausflnden. (E prosegue) : 

n Ebcnso konnten wir dns Reich der einrachco Tone als eine Hiinnigfìiltijìkeit 
von zwci Dimensìonen 

(a, 0.) 

betrachlet werden, wcnn wir sie nach Tonbolie und Tonstarke verschicden nch- 
men s (*'). l.a diversità del timbro (colorito) non viene considerata perchè essa 
dipende, come è noto , solo dai suoni armonici che accompngnano il tono Tomia 
mentale : quindi essA è rappresen trita dn una somma di suoni semplici. 
Il simbolo 

(a, (7, Cu) 

rappresenta ogni quantità logica. Cosi p. e. 

(1,0. 0) 

rappresenta i^ , 

(0,0, 0) 

I ; La quantità logica svanisce se alcun 

(o, a, . . . O . . . o,) = O. 

Procediamo alio operazioni con gli enti or definiti. 

II prodotto di due enti 

e = (a, 0, . . . o,) , e' = («,' o,' . , . n,') 
è , per la proprietà associativa delia moltiplicazione delle quantità logiche : 

ee" = («, ff, . . . o,)(«,' flj' . . . a,') = (o,n,' d.o,' . . . «,a,') 
e se non sono tutti gli 

0^ = 0^' (& = I , 2 , . . . w) , 

nel quale caso 
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Il caso d'eccezione è quando tutti gli 

e* (fc=I ,2... n) 

sono eguali fra loro, ed allora 

£ e4 = nc = e. (né numero intero e positivo) 

Posta la sussistenza, racilmente dimostrabile, della proprietà distributiva fra 
Taddizione e la moltiplicazione di elementi, si possono dedurre le leggi per le 
operazioni colle classi a. 

il prodotto di due classi a ed a' 

è 

aa' = ì; Cj- 2 e,'= S] 1 Cjc/ , 

quindi di nuovo una somma di elementi ej^ e^' già doflnìti. E precisamente se alcuni 

e» = e/ 
nllora 

f * e* = Pfc- 

Tutti gli altri c^ ed e/ fra loro diversi danno 
quindi riroane solamente 



so si danno f paia di enti Cj^ ed e/ Tra loro eguali. 

Quindi aa' rappresenta una classe Torniata da tutti gli enti comuni ad a Cd 
a'. Se non vi 6 alcun elemento tale, é, naturalmente, 

aa' = 0. 
Cosi pure la somma 
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In generale : 

(«i Oi a,), 

dove k degli a sono Tarìubili, rappresenta una classe logica del k^ gndo. 

E cosi via procedendo alle categorie più elevate , si arriva all' intero campo 
del pensabile, ohe è una classe di grado n^^ ossia uno spailo di n dimensioni. 

All'equazioni 

^ <^K - ";. 

corrisponde la relntiofie fra classe eJ elemento - ed analogamente fra classe ili 
ordine superiore od inforioro— , ci il ilunlismo di Scliroder può essere rieon' 
dotto alla nota reciprocità geometrica fra il segare ed il proiettare. 



ANNOTAZIONI. 

(<) Giuseppe Peano, Calcolo geomelrtco secondo VAusdehnungslehre di 
Orassmanii. preceduto dalle operazioni della to^t'ca deduttiva. Tori- 
no, Bocca. 1888, V + nO. 

(*) In un mio saggio « sulla delerminnzione delta sede dell'anima » finito 
nel gennaio del l88i , si contengono le teorie della definizione di un concetto 
mediante le sue note, corrispondente alla fissazione ili un punto mediante le sue 
cooMinate , e della rappresentazione della varietà logica mediante uno spazio n 
ilimcnsionalc. 

(*) P. e. alla psicologia, all'estetica... Sulla applicazione della matematica 
lilla psicologia lia discorso recentemente il eh. prof. Ruberto Ziinmermann , 
alla Società fliosollca di Vienna. Il discorso è rijiortato nella Wiener Zeitung 
numeri rtl-Sd ; dei 14-16 febbraio 1889. 

(*) Raimondo Lullo (12^6-1315) svolge nella sua n Ars magna b una 
teoria delle combinazioni dei concetti, rappresentando tutte le loro relazioni pos- 
sibili con le varie posizioni di certi dischetti girevoli attorno un centro comune, 
sovrapposti l'uno all'altro, su i quali erano segnati i concetti rondiimentnli. Vedi 
Roberto Ardigò, La psicologia come scienza positiva. Mantova, Viviano Gua- 
stalli), p, 148 e 9e^g. fiellavitis. Pensieri sopra una Iini/ua ttnftereale; nello 
Uemorìe dell'Istituto veneto di se. lett. ed arte, voi. XI, p. 33. 

(■) Leibniz ens, Math. ScUriflen. Berlin, 1849, voi. V Logicae universalis 
«emina e voi. VII p. SI. Cfr. 

Ed. Erdmann, leibnitii opera philosopkica , 1810 p. 21 segg. 

Ed. Erdmann, Histoiai linguae characlerisl^vce universalis. 
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1882 , 188S. On Ihn nle/rbra of ìogic (Atiierlcaii Journal of laatli. pure ami 
Jipplicil ed. J. J. Sjlvrster . W E. Slopy publishcJ untlor the aiispices of llic 
Jolin's Hopkins L'nivcrsily, lìallimon;. Murpliy . 4", v. HI p. IS-5S e v. V). Una 
recensione rìel(f,t;liiita del doU. Miciiaelis in B-jilino, sì tri)va nel Jiilirbuch iiber 
dio Fortseliriltc der Slalli. licrausg. C. Olirtmunii. Berlin, Ueimc-r, v. XII p. 41-14. 
Hugh Mac Coli 

1871 , 1818. Tlie catcuUis of equiralenl statement», 4 papers: Proc. London 
math. Soc. V. IX p. 9-20; 177-186; v. X p. 16-28; ? XI p. 113-121. Vedi re- 
censioni nel V. X p. 34-3(j ; v. XJ p. 49-50; v. XIII p. 45 ilei Jalirbuch ùber 
die t'oriseli ritte der Mathcniutik , e tiel Bulletin de» science.>4 mathémaliques et 
astronoraiques red. par Darboux ctc. Paris. Gaiithier 1882, t. VI parte II pa- 
glino 20S-?OC , 211 , 215. Slac Coli dice (op. cit. I paper) di aver fatto queste 
ricerche senza conoscere i lavori di Boole; ma possono tuttavia considerarsi una 
continuazione dì questi. 

A. H ac Farlanc 

1878, 1879. Olì llie principle of lite logicai ulgcbra , wUh applicalion. 
(Proc. Hoyal Soc. Edinburgh p 44-61, 105-111). 

B. Halstcd 

1880. Algorilmic divhion in logie. (Journal spcc. Phil. v. XII p 107). 

Slaleiiienl and redaction of syllogism (ib. p. 418J. 

J. Venn dà i primi contributi per una storia del calcolo logico. 

1880. Oh the vnrions noUtiiom ndofiled for expressini] the common prò- 
posilions of logie (Proc. Cambridge pilli, Soc. v. IV p. 30-47). 

Oli Ihe miploynmeiìC of genvìetrical dingmmsi for the sensiblo reprcscntation 
of logiral i-roiiosilions (ib. p. 47-59, e contemiioraneamentc nel London, Edinburgh 
and Diiblin phil Magazin v. XI p. t-18). Di questi lavori v'è una breve recen- 
sione del prof. Glaishor di Cambridge, tradotta da Ohrtmann nel Jahrbuch iiber 
die Fortahritti! der Math. v, XII p. 44-15; v. XIII p. 54-55. 

On the didftrammnliral and mecha.nical rcpresenlalion, of the proposilions 
and reasonintfs. (London, Edinburgh and Dublin phil. Magazin v. X p. 161-171). 

On the iniplicalional and equaltonal logie (ib. v. XI p. 40-43). 

B. J. Gilman 

1880. 0)1 proposilions and syllogisms (Jotin's Hopkins University Circulars 
V. II p. 240-241). 

On proposilions colled epimoi/s (ib.). 

e*) Egli fu spinto a queste ricerche dagli sludii che fece assieme a suo fra- 
tello Hermann negli anni 1816-1847 , e che avevano lo scopo - come dice V. Schle- 
gel ; Hermann Grnssmnnn Seni Lehen und scine Wcrke. Leipzig, Broekbaiis 1878, 
p, 3! — « die mathcinatischcn (JrundbegrilTe eincr genauen Revision zu unler- 
werfen, auf Grand dercn cine neuc, slrcng wisscnschartlìche Behandlimg der ele- 
mentaren Malheiiialik unternommen werden solite ». 1 risultati della sua attività 
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fionakreia s ecc.) von inir niirgcslcllten Ausdrìtcke , die Priorilftt Ilcrrn Peirce 
tukotnint. 

(") Peirce, Wundt e I Jiltri scrivono, unKÌcliè 1, so; Gnissmiiin T, Peano». 

(") O ed 1 sono rispeltivainciite i muduli della somin:i e <IkI p rodotlo. 

('•) Poiché, per teoremi precedenti, è : 



1+0 



a = aia+b) 



senza che i<ieno 

ab -O a + b = 1. 

B. Haloted (vedi nota 8) ha ronfiata la divisione logicu , poicniizzimdo con 
Jevons (Journal spcc. phit. Xll p. 101). 

Sulle operazioni inverse parla anche dilTusamente lo Scbroder (op, cit. $ 4 
p. 29-31). 

{") Le identità 

(a<i») = (&>o) = (o6, = 0), 
e 

{a= 6) = (a<6)-(o>6) = {uft, - 0).(o,b = 0) = (ab, + o,b = O) 

dicono che ogni equazione logica si può trasformare in un'altra, in cui il secondo 
membro sia O. (Peano op. cit. $ IO, p. 18). Un'equazione contenente a si può 
dunque porre nella forma 

/•(") = 

e , per il teorema I , nella forma separala 

xn 4 ì/a, = O. 

(**) La teoria del raziocinio r sultante dalle operazioni sulle proposizioni forma 
il soggetto dei lavori di Grassmann {Bpgriff^leì^^e , 3 Abschnitt) , Cayley 
(Quart. Journ. XI p. SSì-^BS) Gilman (J. Ilopkin's univ. circ. v. lì p. 340} e 
di Halsted (Journ. spcc. phil. v. Xlf p. 418), il quule distingue, antiche le 4 
solite forme dei giudizio categorico , rappresentate dai logici colle lettere a , n , 
t , o , le 6 di Gilman e le 8 di Horgan: 16 forme di giudizio, dalle qunli de- 
duce 256 forme di sillogismi corrispondenti ad aitretlantc coppie di giudizi, quali 
premesse. 11 Peano pure ne tratta (p. i0-20). e rileva due fatti importanti, che. 
cioè, i sillogismi secondo la cosi detta terza figura presuppongono veramente non 
due ma tre premesse : cioè ancora che il termine maggiore non sia nullo (p. 11). 
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Aetbervesen unii Geisterwesen , aus deren Ziisammensetzung das ganse Weltall 
besteht (!?). 

(**) P. e. lo dice una volU insuscettibile dì relazioni metriche (Zeitsclirin; 
Schlomilch hist. lit. Abth. XXV p. 84 : k es soli von Mnasbezichitngeiì gànzlidi 
abgcscken werdcn) ■, mentre un*altra (Hath. Ann. XII p. 4S7) osserva die. n es 
auch mp.lrUcke Belalionen gicbt , welclie mit dcn logiachen gcwisae Analogien 
nolkvfendig darbielen ». 

(") Questa definizione potr& sembrare al primo momento troppo ampia, ma-- 
per evitare qui disquisizioni metafisiche - sarà giustificata da quel che segue. 

{'*) Noi Tacciiimo astrazione dell'origine psicologica delle relazioni scambievoli 
che possono aver luogo di fatto Tra questi oggetti del pensare, e diciamo soltanto 
che due cotali qunntità sono confrontabili tra loro - sia clic questo confr^.nlo av- 
venga realmente nella successione temporale o nella coesistenza spaziale oppure no. 

(*') In molti trattati la eseguibilità delle operazioni non viene dimostrata ma 
premessa. Dando questa dimostrazione si restringe il numero delle presupposizioni. 

('*) Gli n sono naturalmente numeri interi e positivi (numero dei fattori). 
Le altre lettere rappresentano quantiià logiclie. 

(") Cioè minore di una comunque piccola quantità della forma II a, ; noi- 
osi 
che fu dichiarato il segno della diseguaglìansa soltanto per queste (che stanno 
fra loro nella 1 relazione). 

(") A questo risultato non si arriva coi mi^todi di prima. Poiché , dato un 
elemento x, che è contenuto nello classi a, , d^ ... "„ , il suo sviluppo, secondo un 
teorema noto, é : 

(r = /"(l,l. .1) n a,^f(i>,t...l)a,' n n, f ...+/-{0,0..,0) H a/ 

dove gli a\ sono le negazioni di a^. Ma poiché jt è un elemento , e possiede le 
note Oj . Qj ... a, , non può possedere alcuna delle loro negazioni, e perciò cadono 
tutti 1 membri ad eccezione del primo, e rimane 



Resta ancora a determinarsi il valore della costante /"(l.l... 1), indipendente ila 

Ed ora si dimostrò che . per certi n sulllcicntemente grandi , si può porro 
= 1 (vedi nota 19). 

È inutile ricordare la somiglianza di questo procedimento con quello per cui 
viene defluito il limite di una successione di numeri, nell'algebra (Cantar; 
Vebar die Au$delumng eincs Safze»... Malh. Ann. v. V p. 123). 
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(>i) Cioè ad ogni variaiione inOnitnmcnte piccola dello coordinate, corrisponde 
uno spostamento (variaiìone) infinitamente piccolo dell'eleni'Mito. 

Per l'intero spazio logico è conservato il segno t. 

('•) Cosi a» = rappresenta la classe dei valori nulli della proprietà e^; 0^=1 
lit classe (toTc la proprietà s,, comparisce nel grado I , e cor) via. Ambi i segni 
U,1 sono naturalmente diversi dai segni di prima 0,1 (che scriviamo con ca- 
ratteri grassi) per la impossibilità e possibilità logica. Bisogna pure osservare cl>c 
p. e. - 5 è un cofto concetto contrario di S, mentre 5, (il contradditorio, la ne- 
gazione di 5) ù tutto ciò che non è S. Quindi S, accanto a - 5 contiene ancor» 
i concetti 1,2, ...-I,— 2 eie. 

Sul sìgniilcato di -a, come una proprietà negativa vedi Gauss Werkc v. XI 
p. 116 nelle ■ Aufeaizc n del 1831, e l'operetta classica di Kant: Dber die Km- 
fulirung der negaliven Grossen in die Wellweislieit. 

at ed a't sono sempre quantità disgiunte, dunque 



(a meno che non sia 

nel quale caso, com' è noto 






ciò che non è il caso per Oj^ ed a^. 

(»j Hermann Hankel: Vorle$ungen iiber die complexen Zalilen undihrf 
Funclionen. I. Theil : rAeorie der complexen ZulUensysteme. Leipzig. Voss, 1867. 

(*') H. Ilclmboitz. Populàre wmensckaflliche Vorlràge . Braunschweig , 
Viewcg 1816, 3. HeTt: Veber die Bedeutung und die Vrsprung der geomelritchen 
Axione. Vortrag gehalten im Docentenvereiii zu Heidelberg im Jahrc 1810, p- 36-37. 

(**) Considerando e come il punto d'intersezione delle rette 

(0,fli,o,...o„ì . (o, ,0,fl,... o„) , ...(0, ,o,,a, ...0) 

ed analogamente e', è 

e + e' = (a, , o» ... a„) + (o,', o,' ... o«') == («i + «/ , Oi + o,'... o„ + o,') , 

perchè l'espressione di sinistra consta di 2, quella di destra di 2' punti d'incontro 
(elementi). In generale è, rispetto il numero degli elementi : 



2 c„ = S (a.irt , 0,'W ... o.lW) = -4-, ( S o,*i*J . 2 fl,<^" 



fl.'w). 
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SOPRA UN TEOREMA DI CAUCHY 

PER 

ALBERTO LA MAESTRA 
studente di 1* anno all' Univeraiti di Palermo. 



Teorema di C»uchy. - Perchò un» successione n, a, flj . . ■ tenda ad un 
limito Qnito e dctcrininata , d necessario e siiillciente che dato e positivo ed ar< 
bitrartamente piccolo, si possa determÌDare un certo indice v a partire dal quale 
si abbia : 

|a.,-o,.|<« (I) 

per tulle le coppie di valori n',n" non inferiori a v. 

Ci proponiamo di dimostrare la sola sulUcicnza. 

PoicliÈ la successione a,n^ag,.. sodilisr» alla condizione (1). è chiaro che 
essa è rappresentabile in un sej;mento ili retta. Si ha dunque un gruppo di punti 
che. essendo costituito da un numero inGnito d'elementi , ammetterà un numero 
fìnito inflnito di gruppi derivati , ciascuno dei quali potrà essere costituito da 
un numero finito o infinito di punti limili. Vale a ilirc che la successione aiOtO,-.. 
è scomponibile in un numero finito o no dì successioni che tendono ad un limite- 

Consideriamone due di queste successioni e quello che si dice per queste due 
vale per tutte le coppie possibili : siano : 

6, 6, 6| . . . 

e, Ci C| . . • 

che tendono rispettivamente ai limiti b e e. 
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ANNUNZIO BIBLIOGRAFICO 



1 Signori G. t. Escherisch e Emilio Weyr, Profossori nell'Università di 
Vienna, hanno intrapreso quest'anno In pubblicazione di un nuovo periodico men- 
sile fisico-matematico avente per titolo ISonalshefle fùf Hitkf.maiik unii Pliysik 
(Wien, Hanz'sctie Buchlianilliinjr). iVeil' annunciare questa nuova opera ili cui viene 
ad accrescersi la letteratura periodica concernente le Scienze esatte diamo l'in- 
dice del I Fascicolo toste pubblicato : 

1. J. Stefan, Sulla teoria della formazione del ghiaccio. 

2. J. Konig, Sulle funzioni coniinue c/tc in qualunque infcruallo possie- 
dono valori es(i-emi. 

3. F. Mertens, Le figuro invarianlive di una eollineazione netto spazio. 

4. Franz Mayer, Sulle derivale di ordine superiore del quoziente di due 
funzioni. 

5. L. Gegenbauer, Sa alcuni teoremi di Arilmelica. 

6. W. Wirtinger, Osservazione suite equazioni irriducibili a coefficienli 
inferi. 

Quest'indice varrà a dare un'idea dell' indole e dell' importaniu del nuOTO 
periodico ; al quale auguriamo quella vita rigO(clìosa alla quale ha diritto una 
pubblicazione fatta sotto la ilirczione di scienziati egregi quali sono i direttori 
ilei Monalskefie. In pari tempo esprimiamo il desiderio elio esso, destinato ad 
essere l'organo uDlcialc della .ìlatcmatica Austrìaca, raccolga i lavori degli scien* 
ziati di tutta la Monarchia Austro-Ungarica: in tal modo le produzioni di mate- 
maliri ungheresi e boemi acquisteranno quella dilTusione a cui opponeva finora 
gravissimo ostacolo l'ignoranza pressoché universale della lingua in cui erano 
scritte. 

G. L. 
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nel primo perìodo, ma se noi estendiamo n ad indicare un multiplo qualunque di 

P 
sé stesso kn , r^ sej;nerà ia ridotta corrispondente al medesimo quoziente incom- 
pleto nel periodo ft- esimo. 

p p 

Posto questo, indicando con -^ e ^^^ le ridotte immediatamente prece- 

p 

dente e seguente della ridotta ~ intesa nel senso esposto si avrà 

P»+i P--2a-<-P._, 



Ponendo in questa espressione a -f- ■/¥ invece di ìa otterremo 

da cui 

oP< + P«-. =f*Q. (*) 

o-Q«+Q,-,= P,. (3) 

Di nuovo ponendo invece di 2a a + 7^ f preso tante volte quante si suppone 

P ^ 
indicare il periodo in cui si prende .-^1 si avrà 

P ■ 

Q..~n-Q. + Q.-. + P. 
e per le eguaglianze (I) e (2) 



prossimato, la nt-esima approssimazione di Newton b eguale alla S'-n ridotta 
di Lagrange- 

p 
Rappresentando ~ per a," o?e n è un indice superiore costante dico che 
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in5?899 19661490 
' 1618U46 ' ' 4-508361 aiDo»»9« ivoioxz» 

_ 512445947 1885518969 239Ì9649Ì6 
"" 117563163 ' """432567118 ' """^550130881 

6661448 804 
"""1532829480* 

Conseguenza. Quando dunque nel metorlo di Newton bI prende per un primo 
valore iipprossimato una ridotta quale fu deQnita. tutte te successive approsKÌma' 
eioni che formano la serie convergente verso il valore esntto della radice, assu- 
mono la natura di altrettante ridotte di posto pari. In quanto tali, godranno di 
tutte lo loro proprietà , tra le quali si vuol notare quelli* di deilnire immediata- 
mente in se stesse il proprio grado di approssimazione. L'error loro infatti sopra 

il valore esatto della radice sarà sempre a meno di j—^ in cui D„ indica il deno- 
minatore di qualunque di quelle frazioni convergenti: anzi piii esattamente a 

1 I 

meno di - 



Q,-*^,.. Q-*' 
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SUL MOTO DI m PUNTO AHRATTO DA DUE CENTRI FISSI 

SECONDO LA LEGGE DI NEWTON 

PER 

CARLO BONACINI. 



{conlinuazione vedi voi. XXVII p. 3S2) 

6. Quando le :ondizioni (a) (b) e (a') (6'} siano verificate contemporaneamente, 
allora nel piano ruotnntc sono nulle la velocitai e l' accelerazione . e non si avrà 
quindi alcun muto noi ymm stessa. In questo c:iso particolarissimo il punto si 
muoverà Kopra una ci rconTp ronza che ha il suo centro in un punto della retta dei 
centri e la veloi-ttìt di rotazione attorno a qttesta retta s'irà costante. Perchè questo 
moto abbia Iuoro bisognerà che !a componente dell'acce le raziona secondo l'asse x 
sìa nulla e quella secondo l'asse y sodilìsf) alla condizione che si richiede pel moto 
circolare ed unirorme. cioè si dovrà avere : 

(m) — ^cos9, + — I cos9( = 

(n) — J- sen 6. + — f sen 9, = -r 

r.' V y* 

se 6, e 6i sono gli angoli formati rispettivamente dai raggi vettori r, ed r^ col- 
l'asse X ; ossia, trasformando in coordinate ellittiche : 



H,(ll' + o8) 


^M^ 


-«5) 


"0, 


(0t5)> ""■ (0 


M, 
-81'" 




So'a" 


(«'- 


o")'(a' - 5')> 



Per ogni valore di a da queste due equazioni si potranno ricavare i valori 
di e S che determinano ì punti pei quali il moto può aver luogo. Viceversa , 
data una certa pasizinne per cui sia vcriHcata la prima condizione, si potrà dalla 
seconda ricavare per a un valore conveniente perchè il moto abbia luogo. I punti 
pei quali la (m) è soddisr^tta sono quelli interni alla strìscia di piano compresa 
fra due rette parallele all'asse y condotte pei due centri , cioè sono quelli pei 
quali è : 

o 

In questo caso in cui non si ha moto nel piano ruotante , le forme generali 
di f e t non hanno significato, ma dalla : 

v*-^ = a 
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luDgo dì essa in un tempo infinito il punto se ne andrà all'infinito , dove arriva 
con una velocità 2 sjk . 

S. Quando Sg sia radice doppia della solita equazione in S e sia ft = 0, allora 
si hanno le condizioni 

(«■') vV + pV-^a*8u- «»(«> + P)=0 

(6") 3v8.»+2?S„-va» = 0. 

La determinazione del moto in questo caso riesce molto semplice, poicbà co- 
noscendo il valore di h la (a") ci dà subito : 

e allora la (&'') fornisce per a il valore ; 

Supponendo inizialmente o' = 0, si ba col solito ragion»mento cbe la direzione 
dell'accelerazione iniziiile deve esser quella della tangente all'iperbole £,. Il prin- 
cìpio delle forze vive, supponendovi nulla la velocità e sostituendovi per a il va- 
lore (e"), dà la relazione : 

«o* - 8b' 2So((j.» - o») ^ * 

la quale, dato un valore qualunque per s, definisce l' ellisse o^ , cioè determina 
il punto da cui partendo su s^ si verifica la condieione perchè il moto avvenga 
lungo questa iperbole. 

Avvertasi però che non può essere fi^ > , come mostra la (e") , cioè che il 
moto può aver luogo solo dalla parte del centro di maggior attrazione, quando 
sia V ^0, cioè siano le forze disuguali. Se invece è: v = 0, cioè le forze sodo 
uguali, le (a") e (!>") diventano : 

in cui, non potendo essere ^=0, perchè allora sarebbe aV=:0, l'unica soluzione 
possibile ò 8o = con ^ = -<t*, cioè il moto può avvenire solo lunt{0 l'asse;/ Dal 
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IT." Caso in oui le due forze sono repulsive. 

Finora abbiamo sempre supposto che le atìoni emaniinti dai due centri fissi 
fossero attrattive ; ma non è diCQcile estendere la discussione fatta in questa ipotesi 
anclie ai casi in cui i due centri agiscano entrambi per repulsione oppure uno 
per attrazione ed uno per repulsione. 

Siano entrambe le forte repulsife. Allora, risultando sempre il poteniiale ne- 
gativo, sarà sempre : 



quindi la relatione : 



ft>0. 



(o* - a») (»o» + 1J.0 +p) > 



che dere sempre essere Teriflcata durante il moto, ci porterà subito a concludere, 
col metodo tenuto per le forte attrattive, che il punto si dovrà sempre scostare 
ìndeBnitamente. 

Ciò posto , la discussione generale del caso si fa precisamente come per le 
forse attrattive , se si suppone die il centro di minore repulsione sia a sinistra 
dell'asse y, io modo cbe sia ancora v>0, salvo a tener conto di questa ipotesi 
nell'esporre i risultati. 

Dei moti speciali si troverà subito non essere possibile che una fuga all' in- 
finito lungo un arco d'iperbole e dalla parte del centro di minor repulsione-, ed 
una fuga lungo l'asse y, quando le forte siano uguali. 

In ogni caso il numero delle spire che il punto compie, attorno alla retta dei 
centri è finito, mentre è infinito il tempo impiegato a percorrerle. 

La (n} del n." 6 del paragrafo precedente mostra -come non possa aversi il 
caso del moto circolare ed uniforme. 

V." Caso in oui una forza à attrattiva e una repulsiva. 

1 . Sia H, la forza attrattiva ed Hf la repulsiva, talché, conservando le nostre 
notazioni, la fona attrattiva emana dal centro a sinistra e la repulsiva da quello 
a destra dell'asse y. Sarà sempre : v > 0, potendo essere pi > o < 0. 

Esaminando la forma del potenziale, si vede come tÌ sia luogo a considerare 
tutti 3 i casi di : 

ft > , = , < 0. 

Se si ha: A>0, la solita relazione: 

(«»- a») (So' H- Ita + P) - tt* a* > 
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3. Le conHiKioni perchè avvenga un certo moto, si trovano in ogni caso come 
per le forze attrattive. 

ba quanto si è detto poi circa alla traiettoria descritta dal punto nel piano 
ruotante si passa facilmente all'elfettiva traiettoria descritta da esso nello spasio 
colla considerasione dell'angolo <f , cbe, come ( , è finito quando la traiettoria è 
limitata ; ed è pur ftoito quando essa è illimitata , mentre in questo caso si ba 
per 1 un valore infinito. 

Avvertiamo da ultimo cbe nel caso ora studiato non è mai possibile un moto 
lungo l'usse y. rìcbiedendosi per questo, come si sa, la condizione : v = 0. 

Sarti invece possibile il caso specialissimo del moto circolHre ed uniforme 
sopTA una circonferenza che ha il suo centro in un punto della retta dei centri; 
le (m) ed (») del paragrafo IH" determineranno per ogni valore di a i punti per 
cui questo moto 6 possibile, e viceversa , data una posizione per cui la {m) sia 
verificata, la (n) serve a determinare il valore di a conveniente. I punti pei quali 
la (hi) è soddisfatta sono evjiLentementc quelli esterni alla striscia di piano com- 
presa fra due rette parallele all'asse y condotte pei due centri , cioè quelli per 
cui si ba : 

> — oppure : o < . 

Completata cosi la discussione del problema potremo estendere i risultati ge- 
nerali a cui siamo giunti nel caso delle forze attrattive anche aLli altri casi. Iq 
particolare i teoremi dei numeri 4 e 9 del para^^rafo III** potranno enunciarsi 
indipendentemente dafia considerasione cbe i centri agiscano per attrazione e per 
repulsione. 

VI.» Caao: a» = 0. 

Il supporre a = equivale a supporre nulla la velociti attorno alla retta dei - 
centri, in modo cbe il moto del punto avviene in un piano, l'onendu quindi nelle 
nostre formole a = 0, dovremo ritrovare quelle convenienti a questo caso ; ciò cbe 
infatti si verifica completamente C*). 

I risultati à cui siamo giunti nella discussione della traiettoria descritta dal 
punto nel nostro piano ruotante compren^lono come casi particolari quelli gì& 
noti pel caso del molo piano, quando si tenga conto che con a = viene a ces- 



(*) Tedi Uorera. Op«ia sncoitaU. 
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LETTERA AL REDATTORE 



Monsieur ! 

fai l'honneur de vous annoncnr, qiie la (témonatrAtion du thénr^mo penerai 
de Permat pubbliéo pur monsieur Dino Varisco dans le XXVI]'»"' tome de 
Totre Giornaie di M'ilemaiirhe est mallieureuseiuent fausse. La faute se Irouve 
dans la page 375 où les quatre équations 

A = X, - o, = Zud 

B = - X = 2ud, 
C = X, d, - od = II 
D = s, d, - Xd = )] 
ODt en dépendance. Gar 

Ad,-Bd-C + D = 0. 
C'est pourquoi la solution donnea 

A = - 3 : = 7 ' ; X, = Sud ; o, = 

d d ' 

n'estpas la seule ; mais la solution generale est: 

, o.d,-*i 2ud,d-)] + o,d, . . , 

X = -i-I — '- ; a = T^ —^ ; X, = 2ud + o. , 

d d 1 t . 

de sorte que les raisonnements y attachés sont sussi faux. La Taute est, que je 
Toie, irréparable, de manière que le célèbre théorème n'est pas encore générale- 
ment proufé. 

Je m'en rnpporte à tous, monsieur, de publier cette nota dans Totre journal 
ou d'en Taire & Totre gre. 

Teuilles agréer, monsieur, l'expressìon de mon profond regpect. 

Vofre irès dévoui 
Otto Landsberg, Dr. phil. 
Breslau le 23 féTrìcr 1890. 
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Dalle due equationi (6) e (1) $ 4 ponendovi = 0^+ 180' ed avertendo alle 
(1), si deducono 

.cosa. = (.cosa.). + { ^ (|i; - |}J) , 5 (|l _ M) ) ,.,^^i,, , r T, 

> seno, = (• senih), + j ^. (i j + iy) + gS j et ^ „„ if, + , T, 

nelle quali sostituendo ad (scoso,). ed (8 sena,), i Talori che si ottengono dalle 
(3) e (4) S 3 Gap. I , aTTertendo che per averli Ta d' uopo nelle dette equationi 
eseguire uno scambio tra le coordinate dei due punti, si ottengono 

1 {'iì. 'j/*^ , jy' y.'V , "»'\ 

\8r' 6r>/ Viir' 12,' '^Seur'/' 

.00.0.=-.. -(p.fjif)g;-[H,(|;_j|;), \,,,, 

(t \ la;* 
yi - j 4y j ^ - 

+ |g(t» + M + |?l^e..en2,. + rI,.,. 

Dalle quali, con lo scambio delle coordinate 

i_^?L V) , /«■' ili'V I '"«'A /y.». I ^'»'\ to' 
V2r'~6r"/'^\2tr' lir* '^ 3liOr'/ VSr' "^ ISr'/ 3f' 

/ I . \ i<^ 



' S4r' 
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Per riconoscere con ^icureita , che questo sviluppo è anunissibUe , si deie 
immaginare portato alU forma 

8 sen (a, + Aa) = s sen a, + h 

dalla quale equazione, risoluta rispetto ad a, + Aa, e poi sviluppando il S* membro 
colla formola di Taylor, si de<hice uno sviluppo di da onlìnato secondo le po- 
tenze ascendenti di h, cbe è Talido Anche 'ì:8cos*'i, è una piccola grandczia, 
le di cui potenze superiori ad un certo online poiisono essere tfiiscurate (*)- Ha 
quando si considerano ìsniHtHinente i termini corrìspon lenti alla sfera, la forma- 
la (8) è già ilìmostrata utile per piccoli valori delle coonlinate. Thìc utilità se- 
guita a sussistere anche per l'ellissoide, poiché i termini che in h provengono 
da e*, hanno tutti il futture dx*, poiché questo fattore affetta necpasariainente 
tutti i termini di tìrado piiì alto di s* (rormola (2)) come indica lo sviluppo (v) 
S 4. Questo fattore rimane in ssenn, ed ssenfl,, sarà perciò h divisibile per 
8*cos*a, , che da Ix* dilTerisce per un fattore non consìdiircvolniente deviantc 
dall'unità. Hu rappresentiin <o h il secondo menrbro della (7), o ciù che è lo stesso 
della (1)', ed avendo (A'Oo >1 fattore &x si vede che fi;scos*a, per tali velari 
delle coordinate, le quali in rapporto ad a, sieiio grandezze di 1* ordine, è in 
ogni caso una piccola grandezza di i* ordine, le di cui potenze successive dìvcn* 
gono conseguentemente sempre più piccole. 

Per l'esattezza numerica delle iirecedenti formolo è vantaggioso prendere per 
origine delie ascisse un punto tide, che le ascisse stesse divengtiino possibdmente 
piccole, e il maggior vantaggio si ottiene scegliendo per tal punto , al quale si 
riferisce K^. il punto di mezzo tra i piedi H, ed H, delle due ordinate y, ed j/t* 
In tal caso sarà x-0 ed a;, = — aii e perciò si ridurranno fortemente i termini 
dipendenti da e*. Per valori della distanza K<O.OIno, l'influenzn dei termini di- 
pendenti da e*, nella precedente ipotesi sulla scelta del punto 0, ammonta al 
massimo ad alcune unità dell' 8° ordine decimale in logs, e l'influenza su M ad 
altrettanti centesimi di secondi. 

6. Delermiitozione delie difftìrrnze delle coorUinafe, e dfgli angoli di dire- 
zione dalla distanza geodetica P, P, = s. daU'urienlamenlo di a, di P, tn P, e 
dalle coordinale di P,. 

Per ottenere le formule relative a tale problema basta risolvere le (.5) ( 5 
rispetto a ilo: ed a Ay , ciò che è facilitato dall'avere già trovate le analoghe 
espressioni valevoli per la sfera, e coll'usservare che l'approssimazione delle citate 
formole non si altera, sostituendo nei termini correzionali 

x, = a!, + u + Ta y, = y,+v + T3 4a! = n + T, iy = r + T, (1) 



(') Uelmert. Op. cit. pag. 
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ascisse, n distanza tra laro non ning^iiore di 2 gradi di longitudine, riferendo i punti 
in TÌciniinza del meriiliimo medio tra due assi consecutivi all'asse più prossimo. 

Essendo conosciuta l'esalta direzione Nord o Sml di uno degli assi delle ascis- 
se, mediante osservazioni astronomiche , il passaggio da uno di tali assi al suc- 
cessivo dev'essere fatto con le formole complete, tra le quali va incluso quella 
che in seguito troveremo, per dctermin:ire Ih convergenza dei meridiani. Quando 
poi fossero note le posizioni geogrullche dei punti trigonometrici ed in ciascuno 
di esNi un azimut, elementi che si calcolano ordinariamente a scopo cartogratlcn 
si può senz'altro stabilire ove meglio convenga un sistema locale di coordinate 
rettangolari. 

T. Trasporto delle coordinale geografiche e deU'azimul con Vufo delle coor- 
dinala (jpodelick" orliigonali. 

Soli' Rllissoide , analogamente come sulla sfera, riesce vantaggioso l'uso del 
particolare sistema di coordinate geodetiche in parola, per ìl trasporto della la- 
titudine longitudine od azimut da un punto ad un altro dì una geodetica , spe- 
cialmente quando gli sviluppi in serie non si potraggono al di là di un certo or- 
dine, oltre il quale presentandosi nelle applicazioni numeriche calcoli laboriosi, 
divengono preferìbili i mcto<IÌ direlti. 

Supponiamo, data la lunghezza dell'arco s = P, P, di una geodetica uscente 
da P, con l'azimut (S.O) a, . non che nota la posizione geograDca (?,Q,) di P, e 
proponiamoci di delerniiiiare la posizione ^eotirafìca (EpiO^) di P, , e l'azimut a, 
della geodetica in Pj , facemio uso delle coordinati; ortogonali. 

Conducasi per P^ (Fig. analoga alla 2) la geodetica P^II perpendicolare al me- 
ridiano di P, . e siano ^ la latitudine del piede H , X ed T le due coordinate 
l>,H ed HI',. 

Per trovare lo formole, che danno XT e Aa in funzione di a e di a, = u, , 
dobbiamo porre nelle (2) e CU dei § procejl^'nte y. = 0. A scopo di semplicità, 
scegliamo per punto, al quale si riferisce K,, quello la cui latitudine è data dalla 
equazione 

2 
9o = 9. - 3 (?i - 'I') (11 

e posto sul meridiano di P,. Essendo in prima approssimazione P(U=u sì avrà 

2 ■ .- ' 1 1 

ac, = -jU qumdi a:, = ^« cc=-gu y = ^^ 

e dalla prima delle citate equazioni {ì} , con la sostituzione di tali valori e. di 
)], =: U, si ottiene ini mediatamente 

1 1 tì* 1 n*«' ì u' I it»e* „ -, I 
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ed H , per le quali foremo uso delle seguenti serie : 

denotando (-r-) . . . f-j- ) . . . (-r-ì . ■ . i valori dei coefficienti diirerenmlì 

di diverso ordine di 9 ed a rispptto nd s per s=0 e quindi «=90* ^=^ 0=9,=0, 
che si rifi-riscono al punto H della gomlclica P2H. STÌlui'peremo le forinole sino 
all'ottavo ordine, altrimenti non appiinnbbe una dlfTerenza. dalla sf>'ra di raggio 
(N) uguale alla normale arrestata all'asse di rotazione, percliè del V ordine , ed 
anche perchè si possa, arrestarlo i calcoli ai termini di 7" ordine, trovare il valore 
numerico dei termini del primo ordine trascurato, per conoscere l'errore om- 
niesso. Supponiamo l'azimut a contato dalla direzione Sud del meridiano di P, 
verso Ovest-Nord-Est. («olendolo contare da Nord verso Est si dovrà cangiare a 
iiT a — 180"), e proiettiamo un arco elementare ds delU geodetica HP^ sul meri- 
diano e sul parallello (di raggio r) di un punto P, origine dì <lii , al quale si ri- 
fenscono gli elementi variabili <p 6 a ed s. 

Dalle dette proiezioni e dal teorema di Clairaut 

r sena scostante 

si ottengono le relazioni 

d8COsa = -pd9 dssena = rd9 drsena + rcosa£{« = 

le quali, ponendo 

W = \/l -e*scn*9 3 = _ ■■ ; (9) 

e sostituendo al raggio p di curvatura ilei meridiano, ad r ed a dr i loro valori 

= 2l r = -^co8<? dr = da cosa sen 9 , 

*^ W»(l+Sj W ^ 
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(^),= (^)^=-^lag«l+20t»g'tt5tlag't+!e(l+3sen't)l (^)=0 

e dalle (11) le relazioni ausiliarie 

/(IW\ , /li'WN ,W' ,. /ii'W\ „ 

\ (Is /o \ £is* /o a/ \ (in* /o 

e trascurando i termini in S* 

/il'W\ , 8W „ 

Sostituendo nelle (A), avremo per le Tormole di Legendre, nel caso parti- 
coiare in cui l'azimui di partenza e di 90", le segucnli, nelle quali sj è posto 

¥ = !■ = ■> <'^' 

?■-+ = -!' "tagt+|ltag4.?-ll+3tag'4. + 6(l-10sen>t)l 1 



j tag'H 1 + 30 lag'l. + 45 tag'fl/ t 38(1 -I5tag'4.)j 
+ j^^tag4.[l + 213lag'+ + 1515lag'4/+l575lag'l,]+T„ 

Oi- S, = 6 = »1 secili - Y scc^ tag*(^ + Y= aec^ lag'(j<[ 1 + 3 tag*!]» + S cos* iji] 
- gj^ seet tag>+ [ 33 + 480 tag'<. + 1 20 tag'<. I + T, 
i = -»ltflg<^ + ^ tag<}i(l + 2tag*iIf + Scos'<H - 

-pr lagi}-! I +?0tag'4i + 24tag'4f + 35(l +3sen'(}r)l 
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otvero 

6 = sec4.(.]^ + 1 .]> + ,^ V + 3^ 1' + T,) - J- .1' 8ec»*(l + .IH ^ 1* + T.) 

+ gil'8ec''I'(l + ^l' + T,) -ij-Vsec'iKl + T,) + J^ll'Ssen'^^sec(j' +1', 

in conseguenza 

» = 8ec^«{tag.j+ T^»l'58en*^i+T,j - - yj*tag'>i+ = acc'jitag*!];— j-sec'iitag'ij+T, 

11 cui 2° membro noD è altro che lo sviluppo di 

arcotagjsec^ (tag>i + r^j)"Ssen*^' + T,j { 

sino ai termini di 8'' ordine inclusivo , e quindi ne risulta la molto semplice re- 
latitne 

t8g6 = sec^<tag>jM i- -jj >i*3 sen'<]» + T,j (llj 

la quale mostra che la delerminasione della differenza di longitudine tferoidiea 
6 8t o((£ene , come Bulla sfera dì raggio N alta latiludine ^ , sino ai termini di 
6' ordine inclust'to. 

Convergenza dei meridiani. La (IS) può scrìversi 

1 = - senyj tag<}i + = sen*)) tag'^i + ^r^' tagiji 5 cos'^ - = sen'ij tagH + 

+ = 8en'>ltag'il» — 7s)]»3tag^ + — )]*tagiIi5co8*iI» + T, 

dalla quale con l'uso della relazione 



t = - seni) tag* [l - -15*3 cob»<Ji + ^ r,*5 (6-1 cos'^) + T,] + j sen'i) tag'^ 
- - scn»)] tag»<}< 4- ;j. scn'i] tag''} + T, 
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onero sostituendo a senti ed a tag^ i loro sviluppi, sarà 

*-..= lsen<,-';.Ì....)(.4.^„...)A 

+ 1 sein|/(ii - t^(i + ~) (B + C>i*) t» +1 »iD sen+ De*... +^g j)* 0» sen'| + T, 

e sostituendo per 6,6*,(i*.,. le espressioni, che si ottengono dalla (U). nvver- 
tendo all'ordine di approssimnzìoiie, risulta 

* - ?■ = I taB+ (, - ^ + ,^) [n - ^ tog'i + 5i ug'* ( 1 + tag'i) 
+ jjSec'iKI - 11' tag'fl») + j25l' ««'tj 
+ jtag*A-^)(il-|'tae'<' + i^l' 8ec-4.)(B + CV) «• 
+ |l'tag4.D.><+p^Mag'<. + T, 
e con raeili riduzioni 

* - ?i = |- 'ag+C* + Be' + De' + . ■ .) 



-|jtagtlA(l + 3'ae'+)+B(f+3tagH)e'-l2Ce'l 

+ ^ lag *( ' + 30 lag' ■!.<■ i5 lag' .f) + T, 

siiluppo che dovendo essere identico al (13) molato di segno, doTr& identicamente 
aiersi 

A+ Be* + De' . . . =i + e' eoa' "li + c'cos''}' . . . 
onero 

A = l B = I) = cos'iJ 

in conseguenza l'altra equazione 

4(1+3 tag'i|i) + B(l + 3 tag'i]/) e' - n Ce' = 
ssl + Stog'it + e'CI - IOBen'<t)+c'cos'<l'(l + 3tag'i|') 
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tnut «1 sar& dato dalla equazione 

a» = a, + !30 + ia + ( . 

BcUificazione di piccoli archi di meridiano e dimostrazione della formola (1) 

Chiamiamo s un arco variabile di meridiano conlato a partire da un suo punto 

(Isso M alla latitudine 7, e denotiamo con f s, e — s, i due archi HP| ed MP, es* 

seiido P, e Pj 1 punti corrlspon'lcnti alle latitudini ?, =9+ -s^ e 9, = 9-.^, si 
avranno i due sviluppi 

/(?8\49 l/d»s\4¥* !/d's\4<p» 
e quindi per l'arco 8 compreso tra le latitudini f, e f, si avrà 

Ora essendo p il raggio di curvatura del meridiano alla latitudine <f, si ha 



d8__ fln(l - e*) 

dqi ~^" 



() - e* 8Cn'!p)* 
dalla quale si deduce 



(?*) ^ ^^'^ [ cos 2? + 6e» scn»? - le» sen*? ] + T 
(^) = -l2e«pcos2ip + T. 



e sostituendo risulta 

S = p4if [1 + g e»4!f»(cos2? + 6e» 8en*<{i - le* sen*(p) - j^ e» 4(p* cosS?] + T, (21) 
Passando alla forma logaritmica e supponendo 4(p espresso in secondi, ossia 
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ineguaglianza, che dà i seguenti valori limiti di l<f'' per i corrispondenti laloridi? 

9 = 35« tS« SS» 

A9" = 40'.23" {«.OS'. 14" 1\20'.39 ■ r.09'.tO". 

Nei calcoli nd 8 cifre decimali, volendo che l'errore sia inferiore dì una unilà 
dell'ottava cifra decimale dovrà aversi 

Pt*?"* <0.05 

che per gli stessi valori di <f dà 

49' =12' 46" 21'.35' 2».i9'.20" 22'.02". 

Usando poi il primo termine corresionale p, l?"*, sì avrà logS con un errore 
di una unità dell'ottava cifra decimale, flnctiò si ha 

p, Ì9 '" < 0.05 
che per 

^ = 35» 4S" SS" 

dà 

A9" = T.23'.06" 9'.36'00 24».23'.40" 9'.H'.56". 

Dalla ineguaglianza 

P,àT"*< 0.0005 

si ottengono per gli stessi valori di 7 

i?" = 2».20'.0T' 3".02'.09" 1».42'.50' 3°.04'.0I". 

In fine con l'uso del secondo termine correzionale si avrà logS , con un cr< 
rore minore ad una unità della decima cifra decimale, certamente Uno a 

i9 = 5'.48'.56" 

valore limite di If , che per f = si ottiene dalla ineguaglianza 

S4|l?^< 0.0005 
t»0 p'" 

il cui primo meiubro rappresenta il termine ulteriore di correzione, e che risulta 
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dello stesso paragrafo 



li»g(T,-'l') = log(y^)-pt(~y+. ..=IogA<!. 



(1) 



log ~ = log— ^^ + logW»^_ ^ 8.5126900.3 -10 + 3 log Wy_ (8j 

9_^?1±Ì (9) 4, = 9,-M (10) 

logV = log - + logTW^ = 8 5097816.1 + log Y + log W^ (11) 

logseo(^-^() = tHgf seni|<8en>i tag- .— *,) <12) 

logtngO = log(sec^ tagi]) (13) 

log tag ( = log (- sen ìj tag il») (U) 

ffj = o,+ 180 + Ao + ( (IS) 
pure invece dello (12) (13) (li) usare gli sviluppi 

Iog(<!' - ?0 = '°g( g(i Je'jr" ''"* ^'* *''^*) ~ ^^* ^'^^ 

log6=:]og(>i''8ec^)-GY* (11) 

logi = logC- )]" tag<|i) - FI* (18) 
nelle quali si è posto 

K=— 5C! + 3tag»<I.),G = ^,tag'4,,F = -^-(1+2tag'4.fe»co8'.t) (19) 

i cui logaritmi sono dati nelle annesse tavole ausiliarie per i valori di <]« com- 
presi tra 36° e 41° facendo variare la latìtudJno di 10 in 10 minuti primi, e con 
caratteristiche tali da avere lo correzioni espresse in unità della 1* decimale. Dalle 

stesse tavole ausiliarie, che contengon» i logaritmi di -s e<l »- si possono Tacil- 

mente dedurre quelle di 

1 ^ j. 1 

SpNsenl" Nsenl" 
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unit& sull'ottava cifra decimalo di logY, Anche si ha 

— s-(r-l cos'a,sen»o, <0,05 

che da per 8 circa HO chilometri per a, = 50°. 40'. 

l'snndo le equazioni (1) (13) (li) (12) pel calcolo dei valori numerici dei ri- 
spettivi primi membri, gli errori commessi, in confronto alle (24), (11), (18), (19) 
del J 7, espressi in secondi equatoriali e ponendo s in luogo iti X ed T, saranno 
dati 

in 5,-t}( da i^^'w) '^"^^' ^** 

in 6 ''^ TF^'i"") senili lag «Jicos* 6 (5) 

in 1 da -^e*f — j seni}' cos<{'COs*i (6) 

in <;,-<?, da— ^e»(^ysen4.tag| + gr-e»(^) 8en»<I.tag^ (7) 

nelle qunli per 4 e f , si è considerato Scos'u come errore di u corrispondente 
ad un errore d di tag». 

La espressione (4) acquista il massimo valore per 7 = od in questa ipotesi 
si riduce a 



>A^)' 



Secondo la (11) del § 7 i^ in prima .ipprossimazione tagO =>] sec^i , e quindi 
cos*ft=I : 1 + 1]* sec' iji , in conseguenja i valori di <]» capaci di rendere massima 
la espressione (5) sono dati dalla equazione 

8en*4' costi/ 
^-^ *- = ossia cos* ^ + cos* «I» (1 -f- 3))') = >)* 

la quale , facendo astrazione dai termini di ordine più alto , 6 soddisfatta da 
ros'4' ~ 1]*, che da per sen'j' tag^ cos'O il valore massimo sufllcientemente appros- 



«".9(i.)' (SO 
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che prende il massimo valore per iji = 45" e da 

-.8".,(±)' 

che per lo duo riportate distanze da i valori di nessuna importanza 

-0.000009 -0.00018. 

Nell'altro termine osserviamo che sm^ prende il massimo valore per (|' = 90*, 

al quale corrisponde il massimo valore di tag^ che è l'unitìt, e perciò il massimo 

valore del detto termine si riduce a 

che per le due stesse disianze da i valori 

01* e 0.t?9 (T) 

i quali in generale f'inno conchiudore , che nel calcolo di ^ — <ft bisogna tener 
conto (lei due termini correzionali. Però se si calcola il valore numerico della 
cspressio ne 

3 



(r) *^"*'i''^8 2 



per 4' = *1'' (estrema latitudine nord d'Italia) e per logg = S. 18458 si otterrà un 
risultato inreriore a O".00O5, Gnuliè 6 non sorpasserà IOMa'.l2''. 

1 due termini correzionali trascurati nella (13) io confronto alla 1* delle (-20) 
{ 1 sono 

H e» ,,, 5 Me» , ,, Me» „, ,, 3 Me» ,„ .. 

- i2 P^ *" "*" 6 ?^ )j'»8en»<t = - ^ -^ ij '» cos^-^ -^ j ^tt 1 ^ sen»^. 

dei quali il secondo è il piìi importante. Ora se si osserva die 

Wx» 

— -4— = 1 + (e» + e') cos» ■]* + ... 
1 —e" 
e 

cos» (+ + r (9i - '1')) = «OS* ^ - 7 (?t - <!') sen 2<}i + . . . 

ponendo 

r='i'+i (?!-*) 

e tenendo presento che in prima approssimazione si ha 

(p,_il, = -j)8eni^tag j cosili tag 1 = ^1) 
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e quindi 



Ji'sO'cos'^-fl + -0»scii*'I'+ r=6*8en*<Ii{23scii»<|i-6) + T,) 



e lOBtiluendo nella (2) risulta 
6» 



seDi] = seD6 cosi|< ( 



+ Y sen*^ + .,-, sen*i}i{S - 9 cos*^') - -jr seo'tji cos'i 



+ rs-(6l -270cos»4i+225cos*<;.)+T8 



(5) 



csprcsiiions di seni;, che introdotta, insieme iilla precedente di r,*, nella (l9)o $ 1, 
ed arreslnodo sii sviluppi in parentesi ui termini di 6" ordine, conduce a 



scn((ji-(p,) = seu*5 Ben2i)i 



1 + g- scn*^ + (e* + e*)cos*'{' - f» «*" co»''!' 



+ 5 e» 6* sen»^! cos''|< + gr SBn*^' (5-9 co8'i|i) + T, 



(6) 



ovvero ponendo per 8en*= il suo sviluppo 



scn(|-(p,) = -T-8en2(l' 



t 1 t 

1 - Tg ft'-t- s *** Ben'^»+(8*+e*) cos*»!'- g c*e» cos*4' 



+ 5e»(i*co8*i»sfin»^ + 5^{61-J95cos*<}'+l35cos»(I.)+T, 



dalla quale con l'uso della serie dcll'arco-seno si deduce 

«I- - ?» = \- sen2<J' (l - 1 6» + 1 6» sen»<(< + e» cos»<]; + T,) (8) 

Allo scopo di eliminare ^ dai secondi membri delle equazioni (S) e (6) e ri- 
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sen(4--9,)=seii'-sen2?,' ì t'^' 



fo'l" cos'ai (| + |tos'+) + T, 



Ha poiché sì hA 



, = ^W, 



ponendo 



(13) 



essendo identicamente ?! = <}' + (?i-'J')- cosi con l'uso della formola di Taylor , 
risulta 

1 - e» 8en»9, = 1 - e' ata*<^ - e* (9, - ^) een2^< - e* {?, - i/Y cos24i + T, 
OTTcro per la (8) 

1 - e* sen*?, = 1 - e* sen*']» t c*(i* sen*!}" coB'tJ; 1 1 - 5 0» + 6» sen^ij' + e* cos*^ j + Tg 

conseguentemente lo sviluppo del rapporto dei due radicali sarà 

W4 



= 1 - TC*0*Ben*il' cos'i]( — e*0*sen*<('CO8'4' 
4- g e» 6* scn»<|' cos'^iU - sen^^iì + T, 



e ponendo 






8cn:q = 8en>i'(l+CJ = seni]' [l+i]'i:coti)'+...J = 6en)]'[l + t (^1 -^j + T, j 
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— e quindi H gnindczza di 1" ordine, si suppone tale anche S=:l]8eci]', che mo- 

slra come in vicinanza del polo do»rà i) essere di 2' ordine. 

Converginìza dei meridiani. Per determinare la convergenza dei meridiani ai 
potrebbe far uso della equazione già dimostrata 

tag(=- senijlagil-^l - ^ ij* (e* + e*) cos'ai + gjje')5' (8008*41 - 9) + TgJ 

dopo aver trovato i ralori di i]( ij' ed T ed >] per mezzo delle equazioni (19) (11) (H) 
trasportate alla Torma logaritmica. 

Volendo esprìmere tag( in Tunzione degli elementi dati e 7, si può tenere 
la se^fucnte via, non seguita da alcuno. 

Dnlla precedente equazione, sostituendo al prodotto sen>itag^ la espressione 
che per esso si deduce dalla (1), si ottiene 

lag* = —008*1 tagOsen iti 1 - 7» «*l' 8en*>I< + Tg [ 1* — s >i*(e*+ c*)cos'(|' 

+ ^eM'(8cos»*-9) + T,} 
oTiero sostituendo a costi il suo sviluppo, ed eseguendo il prodotto 
tag(=-tag9sen^' [l - |- + |j - ;^ -gVCe* + e')cos»+ + jj^eVCScos*!!- - 9) 

+ Yg c*>)* cos'ij' - j g e»)5* sen» <|< + T,] 

e ponendo per ij' )]* i]*... le corrispondenti espressioni (4) in funzione di B e i}*) 
risulta 

/ 6* 0* 6* t 1 

/l-ff-cos*4i-TT-co8'^sen*^+HTCOs'<}'-^c'6*coB*<{'-se*6*cos'4' 



tagl=-tag4soni)'\ 



- qjj cos*iJ' sen*^(23 8en*i(i — 61+70 cos'i|' sen*<j* — 

B* I t 

~ T?n '^*'^*^ ~ q ^* ''* cos'^» scu'"!' + 3-5 e' S* cos» ^ f 

1 +5Te»6'cos«^((8co8'^ -9)-j^c»e*co8'i|(8en»il( + T, 
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the può considerarsi come ufraale all'oltra 

1 e» 



lag 



[I e* 
1 + g ■ ■ _ i 6* cos» ¥t - 



1 e' 

"37 



|-^0*co8'9,-9»Q-gCOBV,) +T, iV) 



CoDOEciuto il Talore dì ^ sarà nota la difTerenza <pi — 4>t e quindi si potr& 
determinare X per mciso della equazione ( (22) § ì ) 

log X = log ^' ^"^'^ ^''' + p« (T, - ■i»"' + P.(y. - ■!>)"* + T, 

OTe f, — ^ dev'essere espresso in secondi, e l'argomento per il raggio di curva- 
tura p. è 

2-('F, + *). 

Per trovare le Tormole con le quali determinare Aa u o e quindi a, a^ od s, 
dopo aver conosciuti i valori fK X ed Y per mozso di quelle già stabilite, poniamo 

j/, = Aac = X àj/ = Y 

nelle equaiioni (8) e (5) del % H, e determiniamo inoltre x, in modo che sia 






dalla quale, poichi si ha 



e quindi 

in eoDieguenia le citate tormole danno 
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K I6X 
i quali per meno delle stesse (SS) (23) (34) si trasformaDO in 
Bcoaf «, + ^àaj = 

, r , 1 Y» IT* i X»T> 1 XT» - - ^1 

= X\Ì -s-r-rs-i-r-?:; ~~t~ + 3S — ■- <= scn 2*. + T, , 
t 6 f » 12J p' 6B p* 36 p* J I 

t sen (^ a, + 5 Aa j = 

^ f , IX* I X»P IX» . _ 1 

=n' + Tro p- -60 "T-Ts p-«^*'«+^«J 

furinole le quali offrono qualche piccolo vantaggio sulle (SS), se Au ilen cnlcohito 
sensa tener conto dei termini di i" ordine. Il raggio p = —~ va egualmente preso 
alla latitudine 

9o = + +5 (?, -'!'). 

(con(tnua) 
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Per la super&eje rigata S delle normali principali ài una linea si ha ft = Q ft 
la (1) diviene : 



dS» = j(4- + ^) v*~ -tj + 1 1 di» + de». 



Per la superflcio rigata T, luogo delle rette che congiungono i punti di L coi 
centri corrispondenti delle sfere osculatrici, si ha: cosO = ^ e la (I) diviene: 

(3) dS» = |[r* + (Jr + ^ "c*=os n)1 »' - il *> + 1 j *>» + d»«. 

Se supponiaoH) che la superflcio £ Ueronnàndosi divenga (cosa sempre possi- 
bile) il luogo delle normali principali S della linea L, (p, ,r,) trasformata di L, 
rtdentìfieasione delle (I) , (?) dà: 

p, ~ e ' r, ~ r "•" ds ' 

la prima delle quali equazioni dimostra che quella linea A. di £ che, avvenuta la 
deformazione suddetta, diverrà il luogo de! centri di curvatura della deformata L, 
di L, si ottiene intersecando le generatrici di £ colle rette polari di L. Viceversa, 
se la snperflcie S delle normali principali di una linea L, si deforma conservando 
rettilinee le generatrici, il luogo dei centri di curvatura di L, diviene , sulla su- 
perficie deformata S , la linea A precedente. 

Ricordando quindi che. come ho dimostrato altrove (*), sulla superficie £ la 
linea A 6 l'unica che abbia le sue tangenti perpendicolari alle corrispondenti di 
L, si può enunciare il teorema t se sopra tuia superjìcfe rigala quaUtnque £ si 
IroccJo una linea L Irat'eCoria orfoijionale dette ^cncrafricf, si può sempre deacri' 
vere un'altra linea A Je cut tangenti siano perpendtcotart alle corrfspondenli di 
L. Questa linea A è unica per ogni linea L, deformando comunque lasuperj^e 
£ in modo che le generatrici reatino rettilinee , le deformale delle curve L , A 
conservano la proprietà di avere le tangenti rfspeid'viimenfe perpendicolori ; 
qvando L dfvfene (cosa sempre possibile) assiniolica detla super/lete de/brinala, 
la linea a cui si riduce A diviene il luogo dei eentri di curvafura della Unea 
a cui si riduce Li. 

Confrontando la forma (I) colla (3) relativa a. una linea L,, l' identificazone 



(*) Sagli invilappi di piani e di sfere. -Atti deil'Acc. di Bologna, 1889. 
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essendo a una costante arbitraria; notando allora che per di più S| = s, si ha: 

fl quindi la lìnea L| è una curva della stessa Tamiglia di L. Si potrà quindi enun- 
ciare il teorema i si parla da una linea L per la ^uafe è veriitcala la relazione 

tangkl — 
p = ae e si deformi la superficie luogo dei raggi delle sue sfere oscu- 

lairtct tfi modo , che divenga la superficie delle normali principali della linea 
L, deformala di h. Si di-furmi la superficie luogo dei raggi delle sfere oscuia- 
(ricf di L, in modo, che divenga la superficie delle normali principali dcila li- 
nea Li iiefurmata di L, , ecc. Si ollicne cosi una serie di linee L , L, , I^ , . . . 
''■-I • ^m t ■•• P^ '^ guaii si hanno le seguenti proprietà : 

i" il raggio di torsione della linea generica L, è eguale a quello di h 
2* il raggio di curvatura di L. è legalo a quello di L dalla relazione : 

3° le ^ormali principali delta linea generica L. sono inclinale ai raggi 
delle sfere osculalrici di un angolo cosfonfe ed uguale a quello di cui le nor- 
mali principali di L sono inclinale sui raggi delle sfere osculalrici. 

4° i raggi di curvolura della linea generica L. sono lejjali /Wt loro dalla 
relozione : 



Ungk/^f- 



Sia una linea L , S la superflcic delle sue normali principali, T la superficie 
luogo dei raggi delle sue sfere osculalrici ; si deformi T in modo, che essa di- 
venga la superficie S, delle normali principali della deformata L, di L ; si vuol 
vedere come seno disposte rispetto a L le rette che (supposte rigidamente colle- 
gate colle generatrici di T) In seguito a tale deformazione, diverranno le genera* 
trìci della Buperfloìe T| luogo del ragt;! delle sfere osculatrioi dì L,. 
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fitie rigali, indicala preccdenlcmente con U , si muovono insieme a quelle di T 
cowe se fussero rigiilamente coUcgnte con queale, si Irowi che dopo n deforma- 
zioni te generatrici della superfieie T, coincidono colle generatrici dello primi- 
Uva T e ciascuno generatrice di quetta tuperftcie T. nel venire o coincidere con 
gè medesima, compie, in causa di tutte le deformazioni dette , m rotazioni in- 
torno alla corrispondente tangente di L >. 

Sia L una linea qualunque, A il luogo dei centri delle sue sfere osculatrìci, 
e T la superficie luogo delle rette che congìungono i punti dì L coi corrispon- 
denti di A. Le binormalì di A, essendo parallele allo tangenti di L, sono normali 
hIIc generatrici di T : d'altronde esse sono perpendicolari alle tangenti di A, dun- 
que le bÌDormali di A sono perpenlicol-iri ai piani tangenti di T lungo la linea A 
stessa; ciò proia che A è assintotica di T. 

Perciò n sulla superficie luogo dei raggi delle sfere osculafrici di una linea, 
ti luogo dei centri delle sfere oscutalrid di queste linee è assinfoitca t. 

Se, colle formote precedenti, si calcola la curvatura K della T, abbiamo : 



1 aWB 



'ff 



^ {(l-E-)+»'(- + ;j5 arenosi)! 

e questa formola, per v = R. d& : 

(K-)^ = KV-«'(^é— 4)". 



essendo r, il raggio di torsione di A. Questo risultato conferma un notevole teo- 
rema di Enneper sulla torsione delle assintotiche. 

Ricordando quanto si è stabilito precedentemente, potremo aggiungere : 
a Se sopra uno superficie rigata 1 , le linee L , A sono a tangenti perpen- 
dicolari e la prima è traiettoria ortogonale delle generataci, e vengono ridotte 
ordinolumenle ossintofiche con una flessione delta superficie , questa diviene il 
luogo delle normali principali o il luogo dei raggi delle sfare osculafrici delia 
deformala di L i. 

Supponendo che L sia a curvatura costante, A coincide col luogo dei centri 
di curvatura di L e si ha la nota proprietà u sulla superficie delle normali prin- 
cipali di una lineo a curvatura cosionle il luogo dei centri di curooluro è as- 
lintotica t. 

VOL. ZXVIII. 13 
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in modo d'i conBervare relUUnee le gmeratrid, sono invarianti le due quantità: 

i C08 l'i _ /cosi ti COS l'i COSI, y /dcOSl, C08l,\* 

p'\p ds r / \ d» Y ) ' 

Osserfando eho ue)la delta derormazione rimane pure invariato tanto i quanto 

8 perciò sncbe —^ — , potremo dire ■ nelio deHa de/brmnzione della snpcr/lcie 

riqoia la quaitiità. -' resta t'nvarmla n. 

f 

Ci6 posto, sia L una linea descrìtta sopra una superficie rigata £ e indichiamo 
con t , j, , t, gli angoli che le sue generatrici rettilinee fanno colle direzioni prin- 
cipali di L ; sia poi A. la linea descritta sopra £ che si ottiene prcn.Iendo sullo 
generatrici, a partire da L, dei segmenti H variabili. Le coordinate dei punti di 
A sono dati dallo (1) ove si supponga sostituito v con una funzione U di 8. 

1 coseni direttivi della tangente di A sono proporzionali alle quantità : 

ax /. dH . „(/co8t H .\ 

-5— = (i + -— COSt + H — r COSI, ) COS a 

?8 V ds id p V 

4 I -j-cosi, -^ — cost + H — -. — -^ — COSI, IcobX + 
\ds ' p ds r ^/ 

/dH H . „dcosiA , 

+ (-T-co9i. COSI. + H — T — =)cosl , ecc. 

\as • r da / 

e siccome lo condizioni che tali tangenti siano ortogonali a quelle di L, ovvero 
ortogooali alle generatrici della superOcie rigata £ sono : 

2j -g— C08 a = , ^ "3~ t*^"^' ***** + ^"^^i ""'^ + ^^'* *'***0 = ^ 

si avrà, calcolando le precedenti espressioni « le tangenti della lttieaA.8ono or- 
rogonalf a quelle di L quando : 

dH . „/dco8t cosiA „ 

(9) 1 + ---C08t + H(— *- ) = 0. 

^ ' ds \ ds p / 

La linea A è traicfloria ortogonale delle generatrici rettilinee quando : 
(10) 
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avremo * la condizione necessHrta e $iifflcienle pcrcliè, data una tinca L sopra 
tttia tiiperfitin Tig<tìa £, esula sulfa medesima super/Iute aita traiettoria oriogo' 
nuk dette generatrici K te chi tangenti siano perpendicolari a quetle di L, è che 
fra gli angoli i , 1, che te generatrici di £ fanno colla tangente e colla normale 
principate di L sussisfa la relazione (13). La linea A è unica e si ottiene come- 
luogo degli estremi di segmenti H dati da (12) staccali a partire dif I> n- 

Come corollario si deduce a sopra la steaa supcrfieie rigala £ due Iraiel- 
lorie ortogonali delle generatrici non possono aucre per luogo dei centri delle 
sfere osculatrici una stessa curva A tracciala sopra £ ». 

Se la linea L non è descritta sopra una superficie rigata data a priori ma 
si suppone nello spazio, allora per ogni superllcic rigata passante per essa si 
possono trovare infinite linee A, se L è qualunque, e una sola linea A, se L è tra- 
iettoria ortogonale delle generatrici- Se poi si aictte la coudisione che la sola 
lìnea A sia traiettoria ortogonale (Ielle generatrici, allora b.ista far passare per L 
le supcrilcie rifjato nello quali le generatrici sono fissate dagli angoli t (arbitrario) 
e t, (dato da (13)); in ciascuna di queste superficie s; trova una sola linea A. 

Se supponendo A traiettoria ortogonale delle generatrici di £ , si suppone i 
costante, si tia : 

cos i, = -^ cos i , H = t - cos i ■ e ; 



In questo caso entrambe le lìnee L.A sono traiettorie ortogonali delle ge- 
neratrici ; quando Z diviene la superficie delle normali principali di una delle linee 
suddette, p. e. di L, l'altra A diviene il luogo dei centri di curvatura di L, pai- 
chi sulla superficie delle normali principali di una linea L (come ho dimostrato 
nella memoria citata) non vi è che 11 luogo del centri di curvatura che abbia le 
tangenti perpendicolari a quelle della lìnea. Quindi la superficie £ diviene il luogo 
delle normali principali anche dell'altra linea A e queste due linee L , A acqui- 
stano il medesimo raggio di curvatura costante. 

Dunque a ogni linea dello spazio può sempre essere ridotta ad avere ui 
dato raggio di curvatura coslatile, mediante la flessione di una particolare eu- 
per/icie rigala (unica) possente per essa ; a questa linea è coHiugolo una «ccondo 
linea che, nella flessione suddetta, si riduce ad avere un raggio di curvatura' 
eguale a quello della prima; il raggio comune delle due linee è rgualc alla di* 
stanza costante fra le linee coniugete s. 

Considerando la linea L dello spazio e le Infinite coniugate A corrlspondonti 
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latura che incontra la generatrice di £ ; il luogo ili questi punti d'incontro sia 
lei linoa 1.,. Nella derormazione di £ le derormato delle lince L , L, restano seinpro 
nella slessa relazione reciproca in cui sono le L , T.,. Yotjlianio vedere quando 
nvTÌene che L, cnìncida con una lìnea A di L ; essendo A , A, duo punti corri- 
spondenti delle linee L , L, , abbiamo : 

• COSI, 

mettendo quindi la condizione H = AA, , la (9) diviene: 

d_ / pcoai \ ^ jj 
ds ^COSI, / ~ ' 

soddisrntta da 

i = - e da cos i,= — cos i , 

con a costante. 

Dunque a la linea L, coincide con una linea A di L quando L è traielloria 
ortogonale delle generatrici di S , ovvero quando le genercurici formano colle 
normali principali di L un angolo i, late cke sia : 

P 
cos I, = — cos 1 » 
' a 

Afendo dimostrato che nella deformazione di una superficie rigata le espres- 
sioni (8) sono invarianti, è naturate la domanda dì sapere il significato geometrico 
del loro annullarsi. Cominciamo dall'interpretare la condizione : 

dcosi cosi, . 
ds f ' ' 

Se computiamo la distanza A fra la linea L che si considera sopra la super- 
ficie rigata £ e la linea di stringimento contata sulle generatrici, si ottiene : 

dcosi cosi, 

^^ tto P 

/dcosi cogi, Y , /cosi dcosi, cosT,y /dcosi) coai,\* 

e quindi la condizione che si annulli il primo invariante (8) equivale nlfaltra &=0. 
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esprìme cAe ogni linea L, equidittanie dalla L è linea di slringimenlo della su- 
perUcie rigala che si oUiene conducendo per i punii di L, delle relle parallele 
alle tangenti o alle binormali dt L ». 

Supponiamo Analmente che sia nulla la seconda parte del secondo invariante 
(8), cioè interpretiamo geometricamente l'equazione : 

dCOS^_CM^_. 

ds r ~ ' 

Per questo coDduciamo nei piani osculatori dì L delle rette seganti la curra 

sotto un angolo definito dalla relazione di = — e chiamiamo S la superQcie ri- 

? 
gata che ai ottiene. Per un teorema di Catalan (*) le condizioni imposte alle 
rette condotte fanno si che la linea L è linea di stringimento assintotica di S. 

Trasportiamo ora le generatrici dì S lungo quelle di £ parallelamente a loro 
slesse e per un segmento costante k e chiamiamo S, la superficie rigata che si 
Tiene a formare ; le coordinate dei punti della linea L, luogo delle estremità di 
questi segmenti sono : 

a;, = x + /c(co8Jcosa + così, cosX + cosi,cosI) , ecc. 

e le coordinate dei punti della nuova superficie rigata S, sono : 

X = a:, + v(cos6cosa- senficosX). ecc. 

Operando come dianzi, si arriva a concludere che sulla superficie £, le por- 
tioni delle generatrici comprese fra L, e la linea di stringimento sono propor- 
zionali a : 

ftsenO fdcosif cosi,> 

Vds,/ 



. senS / dcosif cosiA /day 
r \ ds " r / \ds,/ 



e perciò a l'annullarsi della seconda parie del secondo invariante (8) esprime 
che ogni linea L, equidistante dalia L è linea di g(ri;igt'menlo delia superficie 
che si ouiene conduCendo per i punii di L, delie rette pamllele alle generalrtci 
di una qualunque super^cie ricala S che abbia L per linea dt slringtmento as- 
!tn(<>fica 1). 

Osservando che il secondo invariante (8) non può annullarsi se non si annul- 
lano separatamente le parti che Io compongono, avremo i l'annullarsi del secando 
incarianfc (8) indica che per la super/ltiie rigala 1 lumno luogo conlciaporanea- 
mente le due proprietà espresse nei due ullimi leoremi n. 

(*) Bnlletin de la Società philomstiqne, 18i8. 

TOl. XXVIII. 14 
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con questo piano il cilindro che proietta sul piano direttore la linea [di stringi- 
mento, l'angolo di contingenza — - dì questa linea L. rappresenta l'angolo di due 

Po 
generatrici consecutive e la loro minima distanza è rappresentata dal dilTorenziale 
(iz relativo nlla linea di stringimento L. Avremo dunque : 



Siccome poi io una superQcìe a piano direttore una traiettoria ortogonale delle 
generatrici si proietta sul detto piano in un'evolvente di Lo ■ sari: 

H = a + Sg (a costante). 

Chiamando quindi i rinclinazìone della linea di stringimento L della super- 
ficie gobba sulle generatrici dei cilindro, avremo : 



ilz V o + CoXfc-O -Sa) 

COtI = -T-= -. 

dfo Po 

Con questa furmola kÌ riesce a costruire le superficie rigale a piano direttore 
che sono le deformate delle superficie delle normali principali di due traiettorie 
ortogoRali delle generatrici ; ed è anche possibile tracciare su questa superficie 
rigata le deformate di quelle due traiettorie. 

Se i è costante, risulta : 



Pj= ^a(fc — o) tang*i + {k - 2a)tang*i-8j — tang*i'8o* 

e perciò i quando la tinen di slringiinenlo della euperficie a piano direnare è 
geodetica sul cilindro che la proielia mi piano direttore , la sezione rella di 
questo cilindro è una curva cicloidale, e propriamente un'epicicloide, una ci- 
cloide un' ipocieloide a seconda che 



Proponiamoci di vedere se la superficie rigata T, luogo dei raggi delle sfere 
osculatrici di una linea L, può essere la superficie luogo delle binormali di un'altra 
curva Lo ; il quadrato dell'elemento lineare di quest'ultima superficie si può otte- 
nere dalla (1) facendovi = « . e si ba : 

dSo=(l + ~T)<'8»' + dt)». 
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con a costante; tenendo quindi conto della (16) abbiamo: 

_ ftcos* 9 + I o + . — = t) 
, , 1 /' sentì V v/ft ^ 2Vft ' 

(8) p = Acos*+ — T (a + — =8 I ; r = — r ■' 
*■ ' ^ costì \ 2Jt / ' costì ^ sentì 

" ^" a+ — ^8 

2^/ft 

Iticavando dalle (15), (16) r, espresso per a^, si trova: 



(19) 



y/k //sentì V , .^ 

o = TT-» \/( =8a + cl -fcC08»tì 

costì V*'2 >/ft '' 



con e costante arbitraria. 

Perciò a la superficie luogo dei raggi delle sfere osculalrici delle linee h 
dc/tnUe dotte (Ib) è nel tempo stesso la superficie delle blnormali di una linea 
Lg it cut raggio di torsione è dato da (19) ; i raggi delle sfere osculatn'cf di L 
sono inclinali di un angolo costante 6 sulle normali principali s. 

Le lince (11) sono caratteriiiate da una proprietà notevole, poich6 è chiaro 
che quando ^ è costante, si ha per espressione della curvatura della auperflcie 
lungo la L. 

= _ 1 



Perciò K nelle linee (11) e solamenie in esse, la superficie luogo dei raggi 
delle sfere osculolrtci, la superjtcie luogo delle normalt principali e ta superficie 
luogo delle binormali hanno la stessa curvatura lungo la linea n. 

Consideriamo la superficie T luogo dei raggi delle sfere osculatrici di una 
linea L per la quale è veriflcuta la condiiione (11) ; deformando T in modo da 
ridurla alla superficie delle normali principali della linea L, deformata di L , si 
avrà lungo questa linea : 

-^- 

E siccome la curvatura K della superficie non ha cambiato, avremo : 



Perciò a nelle curve (17) il raggio di torsione si conserva inalterato se aH' 
che la superficie rigala T , con una de/brmaztone che ne tnantenjja reuiti'nee le 
^enerolriei, vfene ridalla ad essere la superficie delle normali principali della 
deformala di L >. 
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Dalle precedenti ricavandosi : 



-colh, con k costante, avremo: 
fds 



tang «I — 



p = ae 

E quindi n le linee L per le quali è verificata la relazione scritta, olire la 
varie proprietà diiitoslrate precedentemente, /m'irto l'altra distintiva che la sU' 
per^ifl rigata chr. si ottiene con lucendo dai loro centri di curvniara delle pa- 
Tallde alle langenti di L , nel ridurre con una flessione il luogo A dei cenlrt di 
curvatura di L tid aasiiUotica, acquistano un piano direttore ». 

Mettendo la condizione cho la linea L, sia una geodetica di un elicoide svi- 
luppabile, si ha per*quanto ho dimostrato in altra occasione (*)■ 



(20) ^arc.tan6(^)=a. 



con a costante. 

Dunque n onde la superficie rigata ^ precedente, nel ridurre A assintoUca, 
acquisti un cono direttore di rivoluzione è necessario e sufficiente che per la linea 
L sia soddis/ìiffa la coiidi^ioite ('20) b. 

Se indichiamo con s, l'arco dì A, abbiamo dalle formule precedenti : 

2d , ,, dcosa r» p' V/dcosaV r* 1 

j^Cx + pcosl)^— = 5jL . 2-(^-)=Bi^ 

e si conclude perciò « la linea A dei eentri di citrvadtra di L è di sfrinf/tmRnro 
tutta superficie rigala £ solo quando il raggio di ctii-vatura p è cosfante i. 

La distimia A fra la linea A e la linea di stringimento della superficie gobba 
£ è data come seguo : 

4 = - p'/. 

Se dunque poniamo A = costante = - a , risulta; 

p= V2 08 + 6 , 

la quale definisce, sopra un piano, una sviluppante dì cerchio. 



(*) Questo giornale 1885. 
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S TJ LL Jk. 
SIMILITUDINE DI TRIANGOLI APPARTENENTI A DUE SERIE 

PRK 

F. V t A G G I. 



t. Dato un triangolo ABC, si prendano sui suoi lati, o sui prolungamenti, i 
punti A' , B' , C determinati dalle 

BV _ CB; AC' _ 
A'O ~ B'A =^ C'B ~ *" 

in cui m signiflca un numero positivo o negativo. 

CB' ■ . B'A 

ì+m "^ ' 

' 1 j ■ . . BA' B'A , , 

può essere m = - -, , non può darsi nemmeno ciie sia -rrT, = j^ ; e pero le 

l + 1« A (j AL 

rette AA' , 6B' non possono risultar parallele, e, cosi, neppure AA' e CC, o BB' 
e ce. 

Sia il punto medio del lato AC e B" il simmetrica di B' rispetto ad 0, è 

chiaro che nF7Ti = D7T ^> '» ^^'^^ ''^''^ proporzioni poste in principio, 

*ll'-?*! AB"_AC' 

B"C ~ A'C ' B"C ~ CB ' 

le quali provano che A'B" e B"C' sono rispettivamente parallele ad AB e CB, ossìa 
che C'B'A'B è un parallelogrammo; se si conduce A'A" equipollente a BB, anch'] 
B'A" A'B è parallelogrammo, perciò i segmenti CB" e B'A", equipjUenti a SA' , 
sono equipollenti tra loro , quindi CA'' passa per , puuto medio di BH", ed è 
quivi diviso per metà; laonde i triangoli AB' A" , CB''C' risultano simmetrici ri- 
YOI.. xxviii. Ì5 
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e analoghe, questa applicate al (&-!)">»<> derivato dt A, B, C, , daa luogo alle 
altre : 

"** = *• (I + l)»*-t 'P*-'"'* ^ *2k-<''«* + ^''^'') 

e analoghe , e da queste , esprimendo Oi.bf , e, ia funzione di a , (f , e mercè le 
forinole di Stewart, si deducono le altre : 

^~— ,[-ma» + m(l+m)6» + (l+m)c»]p4_, 1 

^j^j^, imi t + m) a» + (i + in) ò* - mc»J Bj_, 

e analoghe ; le quali, in Tlrtù dello (B), si trasformano nelle (A). 

Ora le (A) si son TeriQcate per k = I, dunque son vere per k = 2 , = 3 , . . . 
per qualunque valore intero di k, 

i. e Le P|t , Qt , Rji sono funzioni intere e la loro somma è 

Pt + Q* + B4 = -(l+in+m»)*. a 

Infatti le (B) provano che, se P^.i , Q^,, , Pj^-* ^<>i° funzioni intere, tali sono 
anche Pn , Qi^ , Ri^ e. poiché le P.Q,R con l'imJice I sono funzioni intere, saran 
tali anche quelle con l'indice 2, con l'indice 3, etc., con l'indice ft. 

Dalle stesse formole (Bj, addizionando : 

Pj + Qfc + Bfc = {1 + m + m*)(P4_, + Q^^, + R»_,) » 

e da queste, in cui si ponga successivamente k = t,Z,...,k e dall'eguaglianza 

Pi + Qi+R. = -(l+m+tH») 

sì deduce la formola che si trattava dì dimostrare. 

Notisi che la funzione I + m + m* è sempre positiva per qualunque valore reale 
s'attribuisca ad m , e quindi Pjt + Qt + Rj è sempre negativa. 

5. ■ Esistono tre funzioni intere ?*,<{'«> 9^ tali che 

P* = 9»** Q* = **9j Rt = fl»?» (C) 
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e poiché i{i, e 0, sodo divisibili rlspettimmente per tn ed 1 +m si ottiene il se- 
guente 

Corollario. Una delle funzioni «Pn . <}'* . S* è di»isibile per m, e ftj per 1+m. 

ì. Altre forinole che sussistono per le <p , l , sono le seguenti : 

fk'^k + '^kK +h'lk = - (1 + n» + m»>* \ 

<?k* + ^k* + 0** = 2 (1 + m + m»)» (F) 

?k* "l**' + W h* + h* 9a* = (1 + m + m»)'* / 

■l»* = mHj., - Snu}-*., + 9j., j (G) 

T» Ìfk~t = *'*-! - ( l + m + m»)*-» \ 
4'*\_i=?Vi-(l+'n + mV-' [ (H) 

('*?A-i = 'Ì'*A-, -(I+m + m*)*-' ) 

La 1* delle (F) si ottiene addizionando le (G) e badando alla forraola del n" 4. 
La 2* delle (F) si deduce dalla (E), quadrandola e sottraendone la 1* moltiplicata 
per due. La 3* si ottiene dalla 1*, quadrandola e sottraendone la (E) moltiplicata 
per 2ip4 ^^ 9j. 

Le (G) si ricavano dalle (D), cambiando k io k - i ed eliminando poi 7;^., , 
^k-t ■ "*-! *>■* 'fi nuove rormolc e le prime 

Si consideri ora una delle (G) , a mo' d'esempio la prima ; moltiplicando i 
due membri per <|'t-i &> ba 

tk^k^x = m*Vk-t - ^m^k-t9k-i+ ^k.A-t=<'fk-i - ""J-A-t)* + *t-A-. - ?**-. 
ora per la (E) e per la 1* delle (F), nelle quali ?i cambi k in ft - S , 

'I'*-» h-t - 9Vi = ^k-x \-t + 'ik-xi^k-x + «*-») = - (1 + m + m')*-» 

perciò e per la 3' delle (D), in cui si cambi k in k-\, la penultima eguaglianza 
si trasforma nella prima delle (H) ; analogamente si dimostrano le due altro. 
8. E Tra le funziooi ?.<}■, sussistono ancora le altre formolo : 

<P'* = -M*-. . 'I''ft = -ft9fc-. . e* = -fti^t_, ». (I) 
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dono nsBumono valori di segno contrario , perchè il loro prodotto assume va o 
negatito, come risulta dalle (R)- 



m , ift s'annulla, essendo 7^' derivata di f^. 

5-* Il numero di variazioni perdute dalla àerie di funsioni nel passaggio da 
m = -«> ad m = -i 00 è eguale al grado di ?«■ 

SI può dunque conchiudere (*) che: 

i L'equazione ^« = e, nnalogamciite, i{i|t = , 6 =0 hanno tutte radici sem- 
( plici e reali, e due di esse non hanno radici comuni u. 

Quest'ultima parte si dimostra osservando che un valore, che attribuito ad 
m annullasse due delle funzioni <Ft , <]'* • h dovrcbb'essere reale e , per la 1' delle 
<K), annullare anche 1 + m + m* ; il che è Impossibile. 

10. Moltiplicando tra loro membro a membro le (K) si ottiene : 

(fk "l'i 9*)(T»-i **-! 6»-i) = (?*-! *t-i h-iY - 

~{ì+m + m»)*-» (A-. *%-! + **«-. CV. + eVi ?'»-») 

+ (1 + m + m»j»*-» (9\_, + <!.%_, + 9%.,) - (i + m + m»)»*-» 

dalla quale, in virtù delle (F), in cui si cambi fc in &— I , dopo agevoli trasfor- 
mazioni 

(T ^ ft*)(?t_j+*_i9»_,) = (ip»_,+»_,e|_,)»-m»(!+n»)'(l+m+m*>»*-*. 

Ora per fc — 1 , = 2 si verifica che , se nella funzione if- ^^ ^^ si cambia m in 
— sì moltiplica il risultato per m*' , si ottiene una nuova funziono identica- 
mente eguale alla prima moltiplicata per (-{)*~*; e, ammessa verificata la* cosa 
per ft - 3 , fc - 1, la formola precedente la prova vera per ft; vera dunque in tutti 
i casi. Donde il 

Corotiario. n L'equazione 9 i{i = è reciproca b. 

A rendere completamente vera la precedente asserzione , poiché l'equazione 
ft4'it^t~') ammette la radice (cfi corollario del n.* 6), converremo di consi- 
derarla come equazione del Jc*"'"» grado in cui sia il coelHciente di m\ nel 
qual caso esso ammette anche la radice 00 . Tal convenzione sarà meglio giusti 
ileata da ulteriori indagini. 



(*) Cfr, Serret. Cour* d'Algebre Snpérienre ; Eitenaion de la méthode de 
Btnrm. 



d=y Google 



d=, Google 



K i21 X 

(ottenuta addizionando i termini dello stesso posto di (II) e (III)) e addizionando 
i risultati, cioè 

?ft = (0 . -1 . +l)(l-TIl)* 

e, analogamentti, si dimostra 

'!'*=(-I . +1 . 0)(l-m)* 
et=(+l , . -i)(l-m)*- 
12. Sì prendano a considerare le funzioni %,V^,Q^ definite dalle 

Tfc = fc»?t + C»ej + a'<i;» (L) 

Se «* = b* = c* , le ©n , T^ , 0j sono identicamente nulle , in forza dell' (E) ; 
se due soltanto dei numeri a* , b* , e* sono eguali tra loro, le nuove funzioni , in 
forza dell* (E), diiTerìrebbero per un fattor costanti! ihill» funzioni già studiate 
Tt>4'k>^*> '1 ''^^*^ '^''^ P**^ presentare adunque qualclie interesse, e che sempre 
in seguito supporremo parlando di ^ii^tiB^t, è quello in cui a* , b^ , e* sono 
a due a due diseguali, nel i^ual caso 

4 = a* + b* + e* - b'c* - c»u» - a»fc' = ^ [{a*-b»)» + (b»-cV + (c»-a')' ] 

é un numero positivo. 

Dalla definizione delle novelle funzioni e dalie (D) ed (E) si ricaTano agevol- 
mente le formole : 

*j = Yjj^, - mt>ji_, , Vj = ej_, - m*t_, , e4 = *t-i-"*^*-i <t>') 

*i + Tj + 04 = 0. (E') 

Dalle (D') : 

*k^» + ^k^k + ®A*k = {fc^c» + c*a» + a'6*)(<!.n* + (j/^* + Oj» f «j-iOi + Oj? ^ + f i<I.(} 

+ (a* + b* + C*)(<tfc6t + Sfcejt + f^'^^ 
TDL. xxvni. 16 
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U. Haltiplioando mAinbro a membro le tre (H'), e ricorrendo alle (F'), dopo 
agevoli trasforraaiioni, si ottiene la fonDola : 

(*à'f*«*K**-»'*'»-i«*-.) = C**-i'f*-i9»-.)*-4''n*Cl+m)*(l+m-t-m*)»*-*. 
Scambiando tra loro netla funzione ^^V^Q^ due delle lettere a ,b ,c. so- 
stituendo — ad m e moltiplicando per m*^,il risultato, si ottiene la funzione pri- 

milÌTa moltiplicata per (-1)*""' ; si verifica la cosa per ft=l ,2 ; e ammessa Tera 
per due viilori consecutivi ft-2 , ft-t, la formola precedente la dimostra vera per 
k. Dunque è vera sempre. Se ne deduco il 

Corollario, a Se nell'equazione %V,^Q^ = <ì si scambiano fra loro due delle 
( lettere a,b,c, la nuova equazione ha le radici reciproche della precedente d* 

{S. Scambiando fra loro due delle lettere a, 6, e nelle funzioni <^iiVfti9t. 
si otteniìono le seguenti : 

a» Oj + fc* 9» + C ^t 1 

a*<!k+f'*^h + c'h ! («) 

a» 9jt + 6* 0» + e* 9fc / 

Addizionando ^^ ^ ciascuna della (a) si ottcnjìono, per le (E), rispettivamento 

(2c» - o» - b*ì ^t , . 2a* - 6» - e») ?k . (2(»* - e» - a») 0». 

1.0 Se non si verifica nessuna dello condizioni : 

2c»-«»-6» = , Stt»-b*-c» = , 2fe»-c»-o* = 0, 

non esistono valori di m che annullano 0^ ^ insieme qualcuna delle (a) , perchè 
sarebbero radici comuni alla (!>« = e ad una delle 7t = , 4'/i = t Oj^ = 0, il che 
6' è dimostrato impossibile nel n." 13. Estendendo le stesse cose alle 7^=0 , 9^=0 
e tenendo presente il corollario del n.' 14, si ha il 

Corollario I. In generale due radici della equasione 4>it7;|djt = non sono 
t reciproche l'una dell'altra ». 

2.* Se si verifica una sola delle condizioni (non due. insieme , perchè tale 
ipotesi porterebbe a conchìudere a* = b* = c*) le funzioni ^^.V^jQi^, prese in 
un certo ordine, e le (a) differiscono per un ruttore costante dalle funzioni ti,—^i,, 
^4 — Ojt , Oji - 7a ; perciò, badando al corollario del n." U. si ha il 

OoroIIario IL e Se il triangolo primitivo è scaleno e la meiliana relativa ad 
< uo suo lato è eguale all'altezza dell'equilatero costruito su quel lato , l'cqua- 
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mente nel modo che segue : 

A B C = C, A, B, = B, C, A, = Aj B, C, = . . . ; 

3." se m=-1, i triangoli derivati svaniscono, ma, ricorrendo a conside- 
rasioni di liraiti, essi possono ritenersi a lati infiniti e simili al primitivo nel modo 
seguente : 

ABC^A, B,C, ~. . . . 

Quest'ultima parte si dimostra piìi agevolmente per mezzo delle formole; in- 
fatti dalle (A) 

fin' ~ Rfc a* + Pj b* + Qi e» ' 

ed m+ 1 , che é fattore di O^^ (cf. n." 6), è quindi fattore di Q^iR^ ma non di 
Pt ; perciò quando ni si fa tendere a - I, si ba 



,^- 



-t? " • "'" """■ ^ 



lim ~- = -r 



21. Quando A^B^Cj^ è simile ad ABC in guisa che omologhi dei lati che 
compaiono nei primi membri delie (A) sieno quelli che ne' secondi membri sono 
affetti dallo stesso coeinciente, diremo che Aj^Bj^C^i ba ad ABC similitudine dì 
1* specie; in caso diverso, di 2* specie. 

In tutti i casi indichi p il rapporto dei lati omologhi. 

3-2. Occupiamoci della similitudine di 1* specie. 

Sia, a mo' d'esempio, Aj^ Bj^ Cj^ ^^ A B C ; in tale ipotesi dalle (A) si ricavano 
le seguenti equazioni : 

""''■ = " (TfW* *''»"' + ''*''" + ''' "■' 

' 3lCQ»»'+B.l'' + P.«') 



' ~ (l+m)' 

Si addizionino membro a membro e l'equazione risultante sì liberi del fattore 
a* + &* + c'^ comune ai due membri, quindi tra l'equazione cosi ottenuta e due del 
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t questi triangoli se ne troTa sempre uno eguale al primitìTO e uno a lati infiniti 
« (cf. n.» 20). 

23. Se un valore di m indipendente dai lati rende simile di 1* specie il 
ftarimo triangolo derivato al primitlTO , deve rendere pure simile di 1* specie al 
^Minw il (2ft)«^o , e a questo il Oft)""!"" , eto. ... ; deve quindi rendere (Sft;'^"» , 
(3A)«aiaHi ^ etc. ... simili al primitivo. E, precisamente, un valore di m che soddi- 
sfaccia alla prima similitudine accennata in una delle seguenti serie, deve rendere 
simile il primo triangolo di essa a. ciascuno dei rimanenti : 

A B C ~ C» A^ Bj «^ Btt C,t htt ^> Au Bj^ C,» -^ . 
ABC~BtCfcAfc~C„A,»B,i-.A«B„C,t~. 
donde il seguente 

Corollario. 

I Per la funzione S^ son divisibili S^j^ , 0^ , O^j^ , . . . ; 

< » ?* » *t* . 8s* . 9m.--- ; 

« > "l-* » <P*k . «)* . ^ik>--- ; 

s e quindi se /i è multiplo di /e è la funzione <fH^hK divisibile per <fk%h '■ 

2i. Occupiamoci ora della similitudine di 2' specie. 

Sia a ino' d'esampio, ABC'^ACB; in tale ipolesi le (A) dan luogo alle 
segueaU equazioni : 

P' "' = " (T^ '***"' + '^* ''' + ^* '*^ 

P' ''* = - (iliijiii W* «' + «**' + P* '^*>- 

Trattando questo sistema come quella che si è presentato a principio del 
n.* 22, se ne deduce il sistema equivalente : 



j_ / (l +m +m*)* 
'' ' V (1 + "»)" 

P.(c'-6') + Q,(o'-t') = 

P, (*• - e') + E, (o' - e") = 0. 
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iS. Rimanendo rcIU condizione posta nella .seconda parte dell'ultimo t<>orema; 
se nel triangolo primitivo essa è veriQcatn, essa è pure verificata in ciascun trian- 
golo simile; e poiché nell* ipotesi r»tta c'è 3A valori, indipendenti dai lati, che 
rendono il ftoi"" derivato simile di 2* specie al piimitivo, essi renderanno il 
(2ft)**ino derivato simile di 2* specie al A^"»" e quindi di l* specie al primitivo ■ 
e cosi via dicendo. 

Corollario I. < Se /i à divisìbile per ft e il loro quoziente è dispari , 

a à divisibile per 

n e se il quoziente h : k h pari, per l'ultima funeione è divisibile Ta^'a^- 
Di qui e dal n.o S3 il 
Corollario U. n La funzione 9u4'u^u dilTerìacc per un fattore costante da 

9* ^K h {9k - ^k) (** - h) ih - fO- 

26. Poiché innanzi ci si è presentata l'espressione — -^ — come valore 

di p*, ossia del rapporto fra i triangoli A^Bj^Cj^ e ABC quando sono simili, k 
opportuno notare cbe essa dà il rapporto fra le arce dei óa'ì triangoli in tutti 
i casi. 

Infatti dalle formole (A) , (C) , (E) e 3* delle (F) , si deducono le due rela- 
zioni : 

i(a,*b^ + b/c»« + e,W) = g- ^^|i"|;^,y' (a'6' + 6*c« + cV) 

. r » . (l+m + m»)»* . ^. , 
«*• + 6** + e** = i^i+„^yk («* + b* + "*) ; 

e sottraendo dalla prima la seconda : 
che prova l'asserto. 
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Ufia conseguenza inimedìatn delle rormolc ultimamente ottenute, (la quale si 
può do<lurrc anche dal corollario del n." 1) ò questa, che qualunque valore s'at- 
tribuisca ad m , eccettuato il valore + 1 , risulta 

S9. Se »i=l, ciascun triangolo della serie si riduca a un punto, ma per 
l'osservaiione ultima del n." precedente e per una proprietà nota del triangolo 
A^B^Cjt, convcrreme di considerarlo un triangolo infinitesimo simile o no al pri- 
mitivo secondo che A è pari o impari. 

Se 



m = , ABC = B',C',A', = C',A',B', = A',B',C', = - . . . 
Se 

m = 00 , ABC = C',A',B', = B',C',A', = A',B',C'j = . . . . 

Notisi pure che il valore — 1 attribuito ad m rende 

ABC~A', B',C',~ . . . 'v.A'jB'jC'uO-.. . ; 

e i lati omologhi stanno come i numeri t > 2 , 2* , ... , 2' , ... , la qual cosa sì de- 
duce subito da considerazioni geometriche; oppure dalle formolo, ove si ricordi 
che tì è sempre divisibile per i + m . e si osservi che , ponendo m = - 1 , delle 
funzioni ?,<{( una .assume il valore 1 e l'altra -1 e quindi P assume il valore -t. 
30. Premesse le quali cose, per questa nuova serie di triangoli derivati sono 
T.ilidi i teoremi dei numeri 22 , 24 , tranne qualche lievissima modificazione di- 
pendente dalla diversità tra i numeri SU e 99. 
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prima condizione stabilisce pel quadrato dell'elemento lineare la forma: 

ds* = X(m(i^*,+ ndv') , 

ove X , potendo essere funsione della v- e della v , deve però contenere queste va- 
riabil) separate : ni è Tunzione della sola v- • n della sola v. 

La seconda condizione è che la runzione potenziale P delle forze, inoliiplicata 
per X dia luogo ad una funzione in cui le t* e v siano separate, cioè sia : 

XP = /-(ii.)+F(v). 

ove feF rappresentano funzioni qualunque delle rispettivi variabili. 

Queste condizioni che il sig. Liou ville trova in generalo corno suf^cienli 
per ottenere la separazione delle variabili, sono state dimostrate necessarie dal 
sig. Morera, nel caso che il moto del punto avvenga in un piano. Egli ha 
inoltre dimostrato (ciò che Liou ville aveva già fatto con altro metodo) che le 
sole coonlinate, le quali danno nel piano Telemento lineare della forma richiesta, 
SODO le coordinate ellittiche ed i loro casi-limiti (cioè le coordinate polari , le 
paraboliche e le cartesiane ortogonali) (*). 

Giovandoci di questi risultati, so prendiamo per coordinate nel piano gli assi 
focali 4 e 8 di un sistema di coniche ortogonali , in modo die il quadrato del- 
l'elemento lineare sia della forma : 



^ . o» - 8» / do» dS« \ 

d3.^__,^______.j. 



ove a indica la distanza focale, potremo dunque dire che condizione necessaria e 
suOIciente per la separazione delle variabili nelle equazioni del moto di un punto 
in questo piano è che la funzione potenziale delle forze a cui il punto è soggetto, 
sia della forma: 

(') ^-^^^^. 

ossia, se indicliiamo con r, ed r, i raggi vettori del punto mobile : 
P f(.',+r,l + flr,-r,) 



(•) Atti dell'Accadamia di Torino. Anno 1380-81. Voi. XVI, 
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Da essa si hii : 






dV d / d\l\ 
l(r, dr, V'ilr,/ 


e integrando : 




(3) 


. u+..;a=c 



essendo e una costante. Per integrare ora questa equazione , supponiamo dap- 
prima ; 



ATfemo allora : 






dU dr, 




loglI = -logr, f logc 




u = ^, 



c, essendo una nuova costante. 

Con questa forma di U la (3) diventa ; 



Ir, Vr,> 



— 1 = e ; c, = CP, + e, 
or, ' 

essendo c^ una nuova costante, e quindi finalmente : 
U = -^-l-c. 

L'equazione (3) stabilisce dunque per D la forma propria del potenziale delle 
forze Newtoniane. 

Sono quindi solo queste forze che danno per P la forma richiesta dalla (2), 
e che permettono la separazione delle variabili nelle equazioni del moto del punto, 
ad esse soggetto. Non può quindi valere per altre specie di forze il metodo te- 
nulo nella discussione del problema in discorso, quando le forze erano Newtoniane. 
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Se si lia ora riguardo atta (1), si vede che per oltfìnero lo variabili separate 
nelle equaiioni del moto del punto nel piano ruotante, bisognerà clic si abbia : 

I U(o + 5) + V(o ~ S) 1 (a' - 8') - a^a} {~^, - gTT^) = */'('^' + *Fi5). 

E siccome la seconda parte del primo membro è già della forma del secondo, 
bisognerà che si abbia : 

I U (0 + S) + V (0 - S) I (g* ^ S*) = ^(o) + 4F(3). 

Ha per la dimostrazione già Tatta nel caso che il moto totale del punto av- 
lenga in un piano, si ha appunto che questa condizione si feriflca solo per lo 
forze Newtoniane. 



Maggio, 1889. 
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l»BP=l»B Jr- = 6-8»31803 -51ogW,^ », = *+ 5(9, - ■») 0) 

?» 

log. cosa, = l„gx - 5. ^ - -jj ^ - j- — H 35- -p- sen?,. + I. j 
, , M X' M X' SU X'V M , X' , ^ . i 

/ I , \ , , 11 Y> IH T' 19M X'Y' , ' 
losscos(a,+si«) = i'>gX- 



12 p* IÌ4II p' UlU p* 



36 p' 



(9) 



/ 1 , \ , _ 11 X' 

logsscnl a, + .TÌ«J =logY--7^ — 

M X 

" 18 f' 



11 X' j>i_ x^ _ in_ xn[' 

IlliJ p' lUU p' 



,og.„..,og(-!.."^).^^.T. (.0, 

a, = o, + 180 f la + I (H) 

ed ancbe 

f 1 . \ , , M Y' M Y' M X'Y" 1» XY', . . \ 

(12) 
/ 1 . \ , „ M X' M X'V M X' 
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ooc~ -7.- TT - =.0 

2 ? -2 + 5o * 



Sa|2 
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'»'<,}„-:'■'= '°^(i^r^) ^ !- ,".'''-f »".'•• + ■ ■ ■ <") 

16. Jlfassiina tn/lHcnzo su ì vnlori delle incoijnffe dei primi Icnnini trascit- 
rnli )iei!e fomtolc del § prceeti'-n/c. 

AiloperanJo le Tormole (I) (3) ({-) i primi termini tr.iscumti inducono in n' 
<]i - <P, e f degli errori rispetttvnmente d<iti diille espressioni 

- -s r" e' 6* sen* hj, cos' tp» per r,' (1 ) 

1 / 3 1 \ 

+ à >■" e* ** sen f , cos' "P» l ~ 7 + b ''^'** f» ) P''-'" '1' ~ Ti (^) 

- sr"-—— jft' cos' (p, sen <pt cos'I per ( (3) 
che sono in sfnto di massimo per i vnlori di vt dali dulie equazioni 



osservando che cos*l = 1 + T, Orn ai valori duti dalle precedenti equazioni 
sen^'piS^ 8en*f, = 0.093 sen'<fi = 5 

corrispondono gli angoli 

Ti = 32.3(J' <F»=)T.tS' ft=ì6\W 

con ì quali valori le (1) (2) (3) divengono 

-ll'tì» ±S5"6' ±130')» 
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le quali acquistano i massimi valori per 

taga, =:j;l seii'a, = 0.1 sPii'a, = 0.7 

eht) danno per a, nel 1° quadrante 

a, = 45" a, = 5V a = 5T. 

Per tali valori di a, le precedenti espressioni divengono 

±«Ol"(-l)' ±I6Ì0(1.)' ±5i0(i)' 

che per 8 = 0.024ao danno 

± 0".0OI4 ± 0.000012 ± 0.000004 

e per 3 = O.OSag 

±0".027 ±0.0005 ±0.0002. 

Risultati dai quali chiaramente si vÉde quale sia l'esattezza numerica delle for- 
mole del $ 15, adoperabili per distarne di 150 ciiilometri =0.024ao, senza pe- 
ricolo di commettere errori superiori a due millesimi di secondo in azimut, pei 
quali si verificano i maggiori errori. 
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a Ai* dì latitudine. 
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logP 
Dit, M Jl + 2lg',p 
! 6H<I +««oo»'9 


Di5. 


^k 


me 


< 


DW. 




S30 
529 
528 
5!7 
526 
5'5 


2.56823 - 10 

2.56595 

2.56863 

2.57141 

2.57416 

2.57692 


272 
273 
273 
275 
276 
278 
278 
280 
281 
2S1 
283 
281 
285 
286 
288 
289 
290 
290 
292 
293 
294 
295 
297 
298 
299 
301 
301 
302 
304 
305 
306 


-20 
6.3916162.1 
6001.2 
5810.0 
5678.4 
5516.6 
5354.6 


160.0 

161.2 

161.6 

161.8 

162.0 

162.4 

162.6 

162 9 

163.2 

163.4 , 

163.7 

163.9 

164-2 

164.4 

164.6 

164.8 

165.1 

165.8 

165.5 

165.7 

165 9 
166.0 
166.3 

166 5 
166.6 
166.8 
166.9 
167.1 
167.3 
167.4 


-10 
3.1948552.3 
8512.1 
847t.8 
8431.4 
8390.9 
6350.4 


40,2 
40.3 
40.4 
40.5 
40.5 
40.6 
40.6 
40.7 
40,8 
40,9 
40.9 
41.0 
41.0 
41.1 
41.2 
41.2 
41.3 
41.3 
41.4 
41.4 
41.5 
41.5 
41.5 
41.7 
41.7 
41.7 
41.7 
41.8 
41.8 
41.9 




521 
521 
523 
522 
521 
521 
SI9 
S19 
S18 

si; 

517 

si; 

515 
515 
514 
513 
SU 
=.1^ 


2.57970 
2.58248 
2.58528 
2.58809 
2.59090 
2.59373 
2.69657 
2.59942 
2.60228 
2.66516 
2.60805 
2.61095- 


6 3915192.2 
5029.6 
4866.7 
4703.5 
4540.1 
4376.4 

6.3914212.5 
4048.3 
3883.9 
3719.3 
3554.5 
3389.4 


3.1943309 8 
8269.2 
8228.5 
8187.7 
8146.8 
8105 9 




3.1948064.9 
8023.9 
7982.8 
7941.6 
7900.4 
7859.1 




2.61885 
2 61677 
2.61970 
2.62261 
2.62559 
2.62856 
2 63154 
2.63453 
2.63754 
2.64055 
2.64357 
2.64661 
2.64966 


6.3913224.1 
3058.6 
2892.9 
2727,0 
2561.0 
2394.7 

6.3912228.2 
2061.6 
1894.8 
1727.9 
1560.8 
1393.5 

6.3911226.1 


8,1947817.8 
7776.4 
7785.0 
7693.5 
7652.0 
7610.5 


sii 

SI8 
511 
SII 

'si» 


8 1947568,8 
7527.2 
7485.5 
7443.8 
7402.0 
7360.2 


IS«9 
i 


3.1947318.3 
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a 46** di latitudine. 
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logF 
_ M_| l+2tg»? 



2.61966 - 

2.65272 

2 65579 

2.65887 

2.66197 

2.66508 



2.66820 

2.67133 

2.67447 

2,67763 

2.63060 

2.68399 

2.68719- 

2.69040 

2.69362 

2.69684 

2.70008 

2.70334 



2.70989 

2.71319 

2.71650 

2.71982 

2.72315 

2.72650 " 

2.72986 

2.73323 

2.73662 

2.74002 

2.74848 

2.74686 ~ 



«fN 



-20 
6.3911226.1 
1058.6 
0890.9 
0723 1 
0555.1 
0;187.t 



6.3910218.9 
0050 7 

6.3909382.3 
9713.8 
9545.3 
9376.7 



6.3909207.9 
9039 2 



8701.4 
8532.4 



^4 
8025.3 
7856 I 
7687.0 
7517.8 
7348.6 
6.3907179.4 
7010.2 
6841.0 
6671.8 
6502.6 
6333.5 



167.5 
167.7 
167.8 
168.0 
168.0 
. 168.2 
168.2 
168.4 
168.5 
168.5 



169.0 
169.0 
169.0 
169.1 
169.2 
169.1 
169.2 
169.2 
169.2 
169.2 
169.2 
169.2 
169.2 
169.2 



-10 
8.1947SI8.8 
7276.4 
7234.5 
71112.6 
7150.6 
7108.6 



6940.2 
6398.1 
6855.9 

3.1946813.8 
6771.6 
6739.4 
6687.1 
6644.9 
6602.6 

3.1946560.4 
6518.1 " 
6475.8 
6433.5 
6391.2 
634 8.9 

3.T9463Ó6.6 
6264.3 
6222.0 
6179.7 
6137.4 
6095.2 

3,1946052X~ 



41.9 
41.9 
41.9 
42.0 
42.0 
42.1 
42.0 
42.1 
42.2 
42.1 
42.2 
42.1 
42.2 
42.2 
42.8 
42.2 
42.3 
42.2 
42.8 
42.3 
42.3 
42.3 
42.3 
42.3 
42.3 
42.3 
42.3 
42.3 
42.2 
42.3 
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a 47° di latitudine. 



Dilf. 

505 
5» 
505 
505 
505 
50» 


logF 
M ll+2lg't 
61)' l + «> 00!' f 


Diff. 


, 1 


DifF. 


"4 


Diff. 


8.7468» - 10 

275030 

2.75376 

2.75722 

2.76070 

2.76420 


344 
345 
347 
348 
350 
351 


-20 
6.3006104.4 
5996.3 
5826.2 
5667.2 
6488.2 
6319.3 


169.1 
169.1 
1690 
169.0 
168.9 
168.9 


-10 
3.1948062.9 
6010.6 
5968.3 
5926.1 
5883.8 
6841.6 


42.3 
42.3 
422 
42.3 
42.2 
42.2 


2.76771 


6.3905160.4 


8.1945799.4 
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morìa : Sulla /lesstone delle superficie rigale. Il B e 1 1 r a m i Asaminando però sol • 
taoto quelle flessioni in cui le generatrici si conserrano rigide trova conseguen- 
temente che una curva tracciata ad arbitrio sulla superllcie , deformandosi per 
flessione della superficie stessa, def e conserrare i suoi raggi di 1* e 1* currRtnra 
legati fra loro da una relazione costante, che caratterizza appunto le infinite Torme 
che la cnrra puf» assumere. 

Qui ho cercato di risoirere, almeno in un caso particolare, il problema enun- 
ciato in principio ed ho scelto per esempio la superficie evoluta del catenoide. 
Il noto teorema di Weingarten (*) sulle erolute permettendo infatti di ridurre 
la questione da trattarsi in questo caso ad altrettanti problemi dell'elaborata teorìa 
(Ielle superficie ad area minima , conduce non solo a risolvere affermativamente 
la domanda posta in principio, ma dà anche il modo di trovare la superficie de- 
formata, assegnate le condizioni caratteristiche per la deformazione stessa. 

Nel $ 2 d'i questo lavoro dimostro appunto che si può assegnare ad arbitrio 
la forma (analitica) che si ruol dare ad una curva tracciata sulla superficie in 
questione, e dò le formole, abbastanza semplici, che servono a trovare la super- 
ficie deformata. 

Nel S 3 tratto il caso che la curva, di cui è data la deformata, sia una geo- 
detica e più particolarmente un meridiano , nella quale ultima Ipotesi ottengo 
Anche, in termini finiti, le equazioni della superficie in cui si trasforma la data, 
quando si voglia che esso meridiano sì riduca a un cerchio. 

Segue in appresso una notevole applicazione delle formole generali del $ 3, 
giacché dimostro nel § 4 che si può sempre con opportune deformationi della sa- 
perflcie ridurre una linea tracciata arbitrariamente su di essa a linea di curvatura 
per la deformata. Si trova perciò che i raggi di 1' e 2' curvatura di questa lìnea, 
espressi in funzione dell'arco, debbono sod.lisfare a una certa relazione, ciò che per- 
mette di prendere arbitrariamente uno di essi, restando l'altro determinato per 
mezzo della relazione stessa. Il problema viene cosi ridotto alla ricerca di una- 
curva di cui sono dati i due raggi di Sessione e di torsione in funzione dell'arco, 
sotto le quali condizioni, come sì sa, la curva 6 determinata di forma, prescindendo 
cioè da movimenti della medesima nello spazio. 

Un'altra applicnzione pure meritevole di essere qui ricordata ò quella che forma 
l'oggetto del $ S in cui si dimostra che sì può sempre deformare in inflaiti modi 
una curva della superficie in guisa che dopo la deformazione l'angolo formata 
dalla normale principale alla curva colla normale alla superficie sia costante. Par- 
ticolarmente interessante ò il caso delle lossodromiche e piò ancora quello dei 
paralleli per la natura delle linee in cui vengono a trasformarsi le date che, pei 
paralleli, si trova che sono quelle a flessione costante. 

Nel $ 6 col quale si chiude il presente lavoro dimostro infino come si possa 



(•) Crelle's Journal Bd. 59. 
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seguirà l'eguaglianza 
(i) X = Jacos/i^' 

fra cui e la (1) eliminando la y stessa, si giungerà facilmente all'equaiione 
Y = ± a sett aosh~T ~ \/^ - 1 

clic sarà quella dell'cTolutn della catenaria considerata, perchè ottenuta come in- 
TÌIu[)po delle sue normali. 

Ha per la discuasione della curva sarà più conveniente considerare requazionì : 



Y = y - amnh^ costi- 



che si ottengono risolvendo le (I), (2) rispetto allo variabili X,¥ associando 
inoltre ad esse le 



-j=r = - sen (t 2 
dX 



che so no deducono per iinmeiliata derivazione. 

Queste equaEioni mostrano che la curva ò composta di due rami perfettamente 
congruenti e simmetrici rispetto all'asse delle x che si estendono all'inQnito e si 
riuniscono in uno stesso punto di detto asse a una distanza =2a dall'origine . 
formando in esso una cuspide. É questa l'unica singolarità che presenti la curva. 
la quale è inoltre sempre convessa rispetto all'asse delle x, giacché avendosi 



„ d'Y I , y / , y rt \ 

UX* 2 a \ (( . y / 

\ senh^/ 



questa quantità è sempre positiva qualunque sia y. 

Omettendo di notare altre proprietà della curva che molto facilmente si po- 
trebbero dedurre dalle formole precedenti, gioverà ricordare la seguente : 



d=y Google 



d=, Google 



delle geodetiche della superficie. Per questo, indicando con l'angolo che la loro 
direiione positiva forma coi meridiani, la loro equazione dilTerenziale, avendo ri' 
guardo all'espressione (3) dell'elemento lineare della superficie, sarà 



ma poiché si ha evidentemente ■- 

(i) eoa» = -r* , sentì = \ffi ^ , 

la stessa equazione si trasformerà nella 



dalla quale ricavando il valore di r, e sostituendolo nella 1* delle (4) , si giungerà 
all'altra : 



^-©■-s=» 



ebe, integrata, ci darà l'equazione generale delle geodetiche per messo di una re- 
lazione fra l'arco e l'angolo che esse formano coi meridiani. 

Per eseguire questa integrazione, si consideri la t come variabile indipendente 
e la 3 come funzione incognita ; allora, poiché la (S) si trasforma nella: 



3cot9 + — .= 0. 



da essa seguirà subilo, integrando, 



è espresso dalla forinola: 
e perciò 



da 
31ogscntì = -log-^ -!- log/i* 



_1_ _ 1 eiogr, _ _l_ 
ff~2 a»-, 2r, 



ir,' Vpr/ 



d=, Google 



d=, Google 



H 161 )( 



5 8. 

Premesse queste considerazioni e convenendo di iniiicare sempre con S t'evo- 
luta del catenoide clic consideriamo, sia C una curva data a piacere sulla S e 
C un'altra curva qualsiasi nella quale vogliasi clic venga a trasformarsi la C per 
una conveniente flessione della S : si tratta dì determinare le equazioni della su- 
perficie deformata. A tale ogi-etto suppongasi noto, in funsione del suo arco v, 
l'angolo clie la C forma coi meridiani della S e s' immagini condotta |)cr ogni 
punto H' della C, di cui imliclieremo con {ce' ì/ z") le coordinate , una retta in- 
clinata alla curva dell'angolo 6 e in modo tale clic il piano di questa retta e della 
tangente formi col piano osculatore in H' alla curva un angolo 9 da determinarsi 
convenientemente come funzione di v. Allora, indicando con X , T , Z i coseni di- 
rettori di questa retta, con a , ^ ,f ; ^ < >] • ^ ; ^ ■ t^ • ^ S" angoli formati cogli 
assi rispettivamente dalle direzioni positive della tangente, delia normale princi- 
pale e della binormale alla C, potremo rappresentare la supcrScie rigata cosi co- 
struita per mezzo delle equazioni : 

(8) a;, = a; + uX , y, = y' + wY , z,=z' + vZ, 

nelle quali le XiVi^i denotano le coordinate di un punto mobile della superficie, 
u rappresenta la distanza di questo punto dalla C, distanza contata sulla gene- 
ratrice cbe passa per essa, e X , ¥ , Z banno evidentemente i valori espressi dalle 
eguaglianze : 

I X = cos6cosa + 8en8cos<FCOs5 + senOsen9COsX, 

^9) I Y = cos»cosP-t-8en9cos'pcos>i + sen8senf>cos|ji, 

l Z = co8(icosT + senOco8<pcosi; + sen6 sensi cosv. 

Indicando con ds, l'elemento lineare della superllcie rigata in questione 
dalle (8) si dedurrà facilmente Ih formola : 

(IO) (l8,* = (Ìit'H-2cos8d«dc J- (M'»' -i- 2N((+ l)dr», 

nella quale si è posto per brevità: 

(IO •'• = 2:0' . N-E^«... 

Sia ora r inia iratettoria ortogonale delle generatrici di questa superficie;. 
TOL. tiviii. 2t 
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aOinchè l'evoluta di questa superficie contenga la curva data C. Per questo ba- 
stp.rk calcolare il raggio principale di curvatura della superficie lungo la curvar 
É<] eguagliarne l'espressione ad u. Denotando con r questo raggio e con - , x i 
parametri delle linee di curvatura della superflcie , si arra pel suo elemento li- 
neare : 

e per quello della sua rappresentazione sferica secondo il metodo di Gauss 

da cui • 

1 dS" 
r* ~ (JS* * 

Ora, ricordando cbe abbiamo indicato con dti l'elemento d'arco della r, ,si avrà 
pei punii di questa curva 

dl*=do*, 

e per quelli della sua rappresentazione sferica 

c(2'» = do'» = I(dX)»; 

perciò l'espressione del raggio principale di curvatura della superficie minima che 
consideriamo sarà data, nei punti di r, della formola semplicissima : 

Ponendo dunque, come abbiamo detto, 

i=^s(fy=i(§)'-©". 

otterremo un'equazione di condizione, da cui potremo determinare il valore dcl- 
l'incognitti <f> die abbiamo iiitroUotta al principio di questo § diilhi quiilc dipende 
CBsenziiilmcnte la risoluzione di'l problema che ci siamo proposto. Dalla (18) in- 
fatti, avuta riguardo alle (II) e alla (13), segue subito: 

1 M* 

tt» ~BPu* + 2Nw + 8ea»9' 
ovvero 

2Nu+8en»e = 0, 
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O'SKRViziORE I. Il valore di 7 che si ricava dalla (20) comparendo sotto un 
coseno, ne segue che ad uno stesso valore di ne verrebbero a corrispondere 
due eguali e di segno contrario per ?. Lo formolo generali superiormente stabilite 
rappresenterebbero quindi non più una ma due superficie distinte aventi a comune 
la stessa curva C, e ciò contrariamente al teorema di Jcllet su ricordato. Per 
spiegare questa apparente contraddisione, si osservi che, per la simmetria della 
superficie, esisteranno sulla medesima due curvo perfettamente identiche per cia- 
scuna delle quali' ò sarà la stessa funzione (i{v) di o. Però, se si fissa il medesimo 
il senso degli archi delle due curve che si assume come positivo fp. e. quello 
secondo cui cresce la lon gì luti ine), esse si dìstingucrnuno analiticamente l'una dal 
l'altra in ciò che ad uno s'esso valore di v verranno a corrispondere due valor 
supplementari per 0. La relazione (?0) dovrà quindi essere ancora soddisfatta 
se si cambia in essa in r— 6, e perciò, indicando con f, H valore corrispondente 
di ?, dovrà sussistere l'eguaglianza : 

j(£-5?:i!)(Jco,0cÌB-/,) + scnll=0, 

che, sottratta dalla (-20) dopo di avere in essa cambiato il segno della costante, 
darà luogo all'altra : 

— ii- f costì do = , 

9 



Sostituendo dunque nelle (9) rispettivamente n — S,iC"9> in luogo di e i, 
otterremo le formolo : 

X, = - cos6cosa- sentì cosfcos^ -(- sentìseoip cosX , 



che potremo prendere pei coseni direttori delle generatrici di una seconda su- 
perllcie rigata avente per direttrice la stessa C e dalla quale, operando nel modo 
che abbiamo visto, si otterrebbe la deformata della S corrispondentemente all'altra 
curva della superficie che è definita dall'equazione = tì(o). Cambiando finalmente 
la direzione delle generatrici di detta superficie rigata, ossia prendendo pei suoi 
coseni di direzione i valori 

X, =costìcosa + sentìcos(peosS-seQOsen<pcosÀ , 
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ma dovendo la stessa C TeriQcare l'equasione differenziale (S) che abbinino trovato 
per le geodetiche del catenoide, o, ciò che è lo stesso, il sistema delle due : 

2:7-r, +8en9 =0 . -p-'-cosO, 
(tv * (tv 

dalle quali abbiamo per l'appunto ricavata la predetta equasione (S) , nella (21) 

la quantità che moltiplica 3^ dovrà prendersi precisamente eguale a r,, salvo 

che non si tratti di un meridiano, che allora, essendo = 0. In {i\) è iilcntica- 
mente soddisfatta. 

Facendo queste sostituEioni nelle (9), si avrà : 

/ X = cos 9 cos a + sen 9 cos 1 , 

(32) ) Y = C08 9 cos p + 8cn 9 cos ji . 

' Z = cos 9 cos f + sen 9 cos v , 



e poiché per la (6) 



../" cos6 j, k* 

■' / sen' 6 2sen*( 



le (15) diverranno 



5, =z' + — -! — r (cot9cosY + co8v) 
\ 2 sen 9 

e rappresenteranno, come sappiamo, una traiettoria ortogonale r delle generatrici 
della superBcie rigata, di cui C è la direttrice e le (22) sono i coseni direttori 
delle sue generatrici. Determinate poi, per mezzo delle (16) e (17) nelle quali 
sianiii fatte le sostituzioni (22) e (23) , le equazioni della superficie minima che 
passa per la traiettoria r e lungo la quale le normali siano le generatrici della 
superficie rigata suddetta, la sua evoluta, per quanto abbiamo dimostrato nel $ 
precedente, sarà precisamente la deformata richiesta della S. 

Volendo inoltre determinare le formolo corrispondenti al caso che 1 1 C sia 

un meridiano della superficie, basterà nello (9), (15) e (16) fare = e T = ,t, 
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dello quali, supposti attribuiti alla variabile u valori complessi, dovremo calcolare 
le parti reali. Eseguiremo queste operazioni e le altre che ancora restano a farsi 

per giungere alla risoluzione definitiva del problema nel caso di s = a< vale & 

dire che la C invece di un'elica sia un cerchio. In tale ipotosi le (35) si ridur- 
ranno alle piii semplici : 

A = o (cos (0 + Ci» 8en w) , 

B = a (sen u - io cos u) , 

dalle quali, ponendo (o = a + iP e supponendo per semplicità a = l , seguiranno 
le altre : 

/ 0!= U{A)=: cosa cosliP + «sena coshp-p cosa senhp , 
(26) I y = B(B) = sen a cosh ? - o cos « cosh p - g scn a senh ^ , 

( 3=U{C)=-a3, 
che saranno l'equazioni di una superficie ad area minima, di cui 
(21) di* = (a* + f) cosh*^ (da» + d?') 

sarà il quadrato dell' elemento lineare. Per calcolarne l'evoluta, bisognerà cono- 
scere il valore del raggio di curvatura principale della siiperOcie e la sua direzione; 
pei coseni di essa troveremo racilmcnle le formolo 

' coshp ' cosh 3 ' * "^ 

mentre pel raggio di curvatura osserveremo che, detta K la curvatura della su- 
perficie rappresentata dalle (26) , essa sarà espressa , avuto riguardo alla forma 
(H) del suo elemento lineare, da 



K = -7 



(a»-l-g»)cosh^' 
ma indicando con r, il raggio stesso, dovrà anche aversi 
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Supposto il problema risoluto e conservando sempre le notntioni del S ?, sia 
M'6 la generatrice ilelhi superficie rigatf» che ha per direttrice I.i C e i cui co- 
seni direttori sono dati dalle (9). e sìa M'G' la traccia del piano della M'G e dcll.i 
tangente M'T alla C col piano della nonnate principale e della binormale alla 
curva; allora l'angolo formato dalla M'G' colla normale principale M'N sarà pre- 
cisamente l'angolo f di cui al $ 2. Ciò posto, se si osserva che il piano delle 
M'G, M'T non è altro che il piano tangente in H' alla i^uperflcie derormata , la 
normale ill'N' a questo piano dovrà generare una sviluppabile, giacché la C si 
suppone di curvatura per la superGcie che si cerca. Detto <|' l'angolo Tormato dalla 
H'N' colla H'N e ( , m , n i coseni di direzione della stessa H'N', si avranno per 
essi i valori : 

.' t = cosilrcos^ 4- seni{r cosX , 

(31) { tn = costi' 003)1 1^ senij'cospi , 
v n = cos.iti C08 E 1- sen ^ cos v , 

ove deleniiineremo facilmente quello di ifi per meizo della relazione 

(32) Sr' = (Sl'cosa)> 

la quale esprime che le H'N' formano una sviluppabile. Dalle (31) infatti, derivando 
e tenendo presente le formole di Frenet, si trae: 

l = 1 cosa + (-=7 ""+') sen<Ji-cosg— (-m - +') cobiI'cosX, 

m' icosp + i-^-^') senij/cos»! - (y-+') cos<j"cos;ji , 

n'= ^ C0ST+ (f "'''') sentp-cosi; - ( f- - "l*' ) cositi -cosv , 

dove p e T rappresentano i roggi di 1' e di 3' curvatura della C ; e poiché da 
queste si deduce : 



2:,.=-i,(<..,.y 



E 



003'!' 



l' cos a = 
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ricRTHre quello di p e quindi determinare la curva corrispondente, vediamo che : 
Si può sempre con opportune flessioni della S ridurre qualunque linea tracciala 
su essa a linea di curvatura piana per la def^trmnla, e tanto la curva quanto 
la superficie corrispondente si potranno ottenere con semplici quadrature. 
Supponendo nella (3S) 

6 = cost, = k , 

ossia clic la C sia una lossodromica, sarà 

p = -SsenofcotA-o + — -.) =av-¥b 

avcndj indicato con a e 6 due costanti ; ma quest'espressione del raggio di cur- 
vatura di C mostra che essa è una spirale logaritmica , per cui : 

La deformata piana di una lossodromica di S clic debba essere in pari tempo 
linea di curvatura per la superficie deformata è imo spirote (ogarifmico. 

Volendo trovare la relaiione che lega tra loro i raggi di curvatura di tutte 



terrà la formula : 



"(/¥)^ 



che, liberata dal segno integrale, equivale all'altra : 
(36) ^ ^=.| 



— =:0. segue subito {» = eos(- , 

ciò che prova che nel caso che trattiamo la trasrormata piana di un parallelo k 
ancora un cerchio e la superflcie deformata , come non è tlilBclle verìflcare , ri- 
mane dì rotazione. Vediamo inoltre se fra le infinite deformate del parallelo con- 
siderato possa esservi un'elica. Per questo, indicando con m una costante, dovrà 
aver luogo l'equazione 

p = mT, 

fra la quale e la (36) eliminando T, si otterrà 
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d» cui si potrà ricavare subito il valore di p in funzione nota di o ; e poiché la 
T resta del tutto arbitraria, Begue die la derormazione in discorso può compiersi 

\ 
in inOniti modi. In particolare se si fa -^ =0, si ritorna al caso , contenipluto 

nel 3 precedente, di ridurre la curva C linea di curvatura. 

Supponendo nella (37) O = cost. . ossia che la G sia una lossodromica della 
superfìcie, si ha : 

(38) — - {« coso + II) + scn 6 = 

P 

se si prende la T in modo che venga soddisfatta l'equazione 

T 



si scorge subito che la deformata è un'elica ctltndro-cont'ca. 

Volendo anche nel case {generale determinare quelle speciali deformate che 
sono elicile, basterebbe d;ill;i (31) ricavare il valore di p e quindi trovare, per 
ognuna dì detto eliche, la sezione retta del cilindro che hi contiene, operando 
in un modo analogo a quello che abbiamo fatto in alcuni debili esempi preceden- 
tcnicnle considerati. 

Notevole k il caso particolare che la curva da deforciiare sia un parallelo della 

superDcie. giacché avendosi in tale ipotesi 6 =-. dalla (38) risulta subito p=cost., 
e cioè : 

Le UifDrinnzioni qui c-msidcralc cangiaii'ì un pnrnilelo in curve a flessione 
coslanle, restando aibiiruria la lorsione. 

Ora si hanno ì<ì forinole generali che danno le curve a flessione costante (•), 
e perciò in questo caso tutto si può esprimere in termini fluiti. 

Cosi p. e. se prendiamo 

dove R indica una costante, la deformata corrispondente è la curva: 
i tgh -jj- cos -j^ di) , y =/^ tgb-j^sen-j^do, 

r = 2Rarotg(tgh-g~); 



(') Bianohi, Sulle curve a doppia curvatura. Qaesto Giornale Voi. XXI, 



d=y Google 



d=, Google 



)( m )( 

e pj giano i raggi principali di curvatura , si consideri nel piano tangente in un 
punto qualsivoglia ÌI della superficie un'ellisse col centro in H, cogli assi diretti 
secondo le linee di curvatura u = cost. , v = cost. delta superficie e coi semi-assi 
eguali rispettivamente a \^ , ^p^. Le direKioni delle linee caratteristiche saranno 
(late dalle diagonali del rettangolo costruito sugli assi dell'indicatrice considerata, 
giacché, come si sa, le dette diagonali danno le direzioni dei due diametri con- 
iugati dell'ellisse che comprendono il massimo angolo ottuso fra tutti quelli che 
formano le altre coppie di diametri coniugati. 

Indicando con u l'inclinazione diuna delle suddette diagonali sull'asse 2 f/p^, 
inclinazione che sarà anche quella della caratteristica corrispondente sulla v=cost. , 
sì aTmnno evidentemente le formole 



...o = ±\/Ì 



<«) 



' Pi 

dafie quali seguirà subito l'altra : 

che sarà l'equazione dilTerenziale delle linee caratteristiche della superficie . ove 
E e sono i coefficienti del quadrato dell'elemento lineare della superficie stessa, 
supposta riferita alle sue lince di curvatura. So ora con R si denota il nggio di 
curvatura normale della caratteristica considerata, sarà per la formola d'Eulero 

1 _cos*w sen'ttf 
fra la quale e la prima delle (a) eliminando c-i , si troverà la relaziono 

per mezzo della quale si potrebbe anche scrivere immediatamente l'equazione dif- 
ferenziale dello linee in discorso in un sistema qualunque di coordinale curvi- 
linee (•). 



(*) Cfr. Knoblauch , Einleitung in die allgemeine Theorie der krummen FlU- 
lAen, p, 185; : . .■ ^ . ■ ■ - 
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dere essere eguale, per un noUssiiuo teorema di Gauss , a quella della S' lungo 
la C. 

A tale oggetto, prendendo sempre il quadrato dell'elemento lineare della S 
sotto la forma 

(l8» = dr,» + r,dq* 

che abbiamo trOTata al $ 1 , la curvatura K della superficie sar& espressa sem- 
plicemente da 



ma per la 1* delle (I) 
e quindi lungo C 



r, =J costì da 



r, = J cos 9 dv ; 
per conseguenza dorrà aver luogo l'eguagliansa 

(«) p,Pt-=*(Jcos6dt))* 

che è della Torma 

ftiv, p, , Pi} = 0. 

Troveremo finalmente una terza equazione che. colle due precedenti, ci permetterà 
di risolvere il probl'-ina, per mezzo della relazione (Bianchi, Lezioni di Geo- 
metria dilTereniiale, pag. 396) : 

nella quale -=- indica la torsione assoluta e =r U torsione geodetica di C. 
Dalla (39) infatti derivando e facendo uso della (38) si deduce subito : 

•^^ (P. + M ^/(P. + P.)'-ip* ' 

per cui, costituendo nella (43) questo valore e quello (d) di «r. otterremo l'equa- 

'a 
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COMPLEMENTI DI PASGEOMETRIA 

PER 

DINO VARISCO. 



L'importante lavoro, con cui Lobatschewsky fondava una teoria geome- 
trica rigorosa e indipendente diil postulato sulle parallele, ha bensì riscosso l'ap- 
provazione generale, e notevolmente contribuito a fistiar l'opinione dei dotti su 
quella materia; ma non ottenne un seguito proporzionato alla sua fama e al i^uo 
pregio reale. . 

Certo, il metodo trigonometrico usato dal detto A. , non può competere, per 
semplicità e per potenza, col metodo proiettivo inaugurato da Cajley; sicclià 
non è meraviglia se oggigiorno è quasi esclusivamente adottato quest'ultimo ; il 
quale, prestandosi a trattare parallelamente e sotto un punto di vista comune le 
varie ipotesi, permette de' raffronti di molto interesse. Tuttavia, anche il metodo 
dì Lobatschewsky presenta il suo vantaggio. 

Nella Geometria proiettiva (del piano) si assume anzi tutto, in modo arbitrario, 
una conica fondamentale ; secondochè questa è immaginaria o reale , una retta 
non avrà punti reali all' infinito o ne avrà due (ne avrebbe uno , se la conica , 
come luogo di punti, si riducesse a due rette coincidenti). Vale a dire, co! metodo 
proiettivo, runa o l'altra Geometria viene assunta, non dedotta. 

Ciò manifestamente non rileva , relativamente alle indagini ulteriori. Ha la 
domanda: — quali proprietà dello spazio possano considerarsi come conseguenze 
necessarie de' primi postulati (escluso quello sulle parallele , che non va messo 
insieme con gli altri);. — ha pure la sua importanza. Ora la Pangeometria di Lo- 
batschewsky, essendo una deduzione rigorosa da que' soli dati semplicissimi, 
risponde pienamente a tale domanda (*); e perciò conserva, malgrado i suoi di- 
fetti, una particolare utilità. 



(*j Secondo un'opinione rispettabile (cfr, p. e. Baltier, Plani m. ; 2* ediz. 
della vers. ital. ; pag 34) la proposizione, essenziale nella Pangeometria, che la somma 
degli uigoU d'an triangolo non possa superara due retti , non sarebbe finora dÌmo 
atrata con tntto il rigore, o anzi non sarebbe dimostrabile affatto. In tal caso , non 



d=, Google 



d=, Google 



)( 183 )( 

l. 

Da ABC rettangolo in C si ha (*) : 

sen a = sea ^ sen fi (b,). 

Se a è infinitesimo, sarà pur tale ^ (essen'lo e Anito), e i due seni staranno 
come gli angoli ; è inoltre 

,. sen 11(6,) , ,,. „. 

Iiin =~ = 1 (lira a = 0) ; 

sen n (e) ' 

dunque, al liraìte, 

(1) « = p8enn(c); 
e analogamente da ABE ; 

(2) S = asenn(c). 
Inoltre, da BAE , BDE (") 

donde, ricordando che, per a Infinitesimo, tali sono anclie b , d ; e <iuindì (***) 

,. tsIIW , ,. Iglljd) b-d 

'""^IlW'' • "" tglKI.-d) '-!-' 

e sostituendo ni rapporto dei seni quello degli angoli inOnitesimi : 
^-5 _ b — d 



(*) N. LobatBche wslcf : Pangeometiia ecc. ; lers. ital., Napoli 1S74, 2* ed,; 
|ng. 21 ; l'eq. non unni, che precede la (11), Per le delìnizionì, le notazioni e i teo- 
remi fondamentali, i.oicbè sarebbe troppo lungo il riassumerli, rimandiamo a qnesta 
opera. Citeremo in particolare i punti piti importanti al proposito nostro. 

(**J Id , ibid. ; eqoaz. (12). 

(***> La prima è evidente, se e è finito. La seconda si deduce dall' essere 

Ben 11(0 = 1 > cosll(IJ =1 , 
» l i infinitesimo (id. pag. 20 ; cfr. pag. 27j. 
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c la precedente diviene 

t'fi') 
in cofitraddiiione con la (i). 

Si vedrà or ora, per altra vi.i, rialTaccìarsi , sott' altra forma, la medesima 
tlifllooltà. 



Sìa AB = a un segmento nrbilra'-io (finito); si calcoli Za = n(«). e per A 
si tiri AX, sicché ZXAB = a; in B s'innalzi BY perpendicolare ad AB; prolun- 
(;ando (indefinitnmcnte) AX , BT solo da q\ie\ Iato di AB dove è a. Esse saranno 
parallele (nel signiflcuto pangeometrico). 

Per A. entro a, si fri AZ ; e sia ZXAZ = P; se ^ è diverso (l;i zero. AZ 
segherà BY, p e. in C. Poniamo AC = e , BC = &. In ABC rettangolo in B si ha ('j 

senn(o)co3n{h) = 8en{a — p)cosn(c) ; 

donde, perchè senn(a) = sena : 

cos II (b) 



Se p tende a zero, in qualunque modo, essendo a>0 e quindi tga Anita, 
il secondo membro tende al limite I ; dunque (non potendo essere 6 = c , ossia 
co8n({>) =cosn(c), se non per bec infiniti), con l'annullarsi, in qualunque modo 
dì fi, b e e diventano infiniti, ossia AZ divien parallela a BY. Il che del resto era 
evidente. 



Siano le parallele AX , BY, e. s. ; diciamo S l'area della porzion di piano com- . 
presa tra esse e AB , la quale si può considerare come un triangolo col terzo 
angolo nullo (") ; sarà : 



Da B s'abbassi BC perpendicolare su AX, e sia AC=b. Prosa su AX,AM=x>&. 



(*) Ibid. ; pag. 21 ; eqnaz. non nntn. che precede la (12; 
(•') Id. , ibid. ; pag. 45 ; cfr. pngg. 4S, 44. 
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Si quadrino oiitrFiinbe , e nella spconda si ponga per cos*n(c) il valore ri- 
cavalo dalla prima; s'ottiene 



sen»Il(fc)(l -sen*A)' 

Vadano ora, b all'ao secondo una legge qualunque; ed A contemporanea- 
mente a zero, secou'lo la relazione 



dove I» ^ mia costante arbitraria. > 1. Ciò è lecito; perche in un triangolo ret- 
tangolo si può .scegliere ad arbitrio un cateto f» e l'angolo acuto adiacente A, 
pnrchè A<ll((i). Sostituendo nella precedente a scnA il detto valore, e Tatto 
poi b = OD , si Ila 



Ksscndo m arbitraria entro i limiti 1 e oo , si può ottenere per lÌm8cnn(o) 
i|iiiihivoglÌa valore tra di 1 ; e p. e. per lim rt qu;iÌsivoglis valore tra w e 0. 
Prcuilcnilo m< I, ii ilivciita immaginario. Dunque: 

Dato un angolo X.\Z - ^ , preso su AX,All=x, e condotta HV perpcnilico- 
liire ad A\ dal lato di ^ , la quale sfì^-bi AZ in N , e posto UN = i/ ; se si fa 
crescere indcGniiaiiiente x secondo una Icg^c qualunque, e si Ta tendere contem- 
poraneamenle ^ a zero ; si può , scegliendo opportunamente la legge con cui ^ 
s'annulla, in relazione con quella (arbitraria) con cui x diviene =0 , ottenere per 
\imy un qualsivoglia numero reale o immaginario, nullo, Onito JnDnito. 



Si riprenda la figura dell'art. 4; preso su hX, MA = x> b , si tiri HV per- 
pendicolare ad AX, che seghi AZ in N , BT in P ; e poniamo MiS = 1/ ; UP = y^. 
Quindi si mandino conteuiporancamente x all'oc, ^ a zero. 

Qualunque sia la levigo con cui ^ sannulla, è al lìmite AZ parallela a BY 
(art. i). 

Esiste almeno una lcgi<e L , secondo la quale facendo crescere x all' ou , 1/, 
tende conleniporaneamente al limite zero (art. S, C). 

Qualunque sìa la legge con cui x tende all'oc, facendo tendere contempora- 
neamente ^ a zero in un modo opportuno (cioè scegliendo convenientemente m) 
si può ottenere clic y tenda contemporaneamente a un limite assegnato qualun- 
que (art. 7). 
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contradiiionì rilevate nell'art. 8, rimarrebbero sempre inesplicate ciucile dell'art. 3 ; 
dove non sono introdotte grandezze infinite. 

IO. 

Costretti a cercare un altro modo di spiegasiono , il primo e pili semplice 
ebe si olTre è di provare, se la dilTIooItà non venisse eliminata con l'attribuire un 
valor particolare a una costante arbitraria. Non è tanto raro il caso di formule 
conlenenti una costante; la qualo, finché si sta sitile generali, sembra ammettere 
qualsiasi valore; mentre, venendo a pib minuta discussione, si riconosce non po- 
terne avere che uno pienamente determinato. 

Ora, lo formule della Pangeometria contengono appunto una costante implicita 
sconosciuta, che chiameremo unilà pavgp.omeiriea ; poiché, per lunghesza x d'un 
segmento, nelle formule senil'cc) ecc. , si deve intendere il rapporto di quel seg- 
mento al segmento che si assume come unità (e che deve soddisfare alla relazione 

ig!n(i) = «-'). 

ìJi faccia, in vìa di tentativo, un'ipotesi. Si assuma cioè che l'unità pangeo- 
mclrìc» sia un segmento inllnilo. Allora, detto e. s. x il rapporti d'un segmento 

flnilo qualsiasi all'unità pangcomctrica , sarà costantemente a; = , II(ì») = ^. Si 

rientra fosl nell» Geometria eirclidea ; e le contradizioni dell'art. !t «vaniscono. 
(Su quelle ilull'art- 8 ritorneremo piii avanti). 

Non s'alferma, che ciò basti a dimostrare la verità ileiripotcsi. S'è fatta una 
proposta, molto semplice, e che pare abbastanza soddisfacente; por accertarne il 
valore, si ricliiede un esame piìi accurato. Questo sarebbe ora fuor di luogo; i 
brevi cenni che seguono potranno servire a prepararlo. 

11. 

La dimcoltà rilevata k in fondo la meUesima elio sotto una forma meno di- 
stinta s'era presentata a Bolyai; e fu da quest'autore, per altro benemerito, 
oltrepassata un po' leggermente. 

Siano ( , I, , (t tre parallele, indefìnitamcnte prolungate ne' >luc sensi; e di- 
ciamo s, , St le strisce comprese tra II, ed U^ rispettivamente. Mantenendo fissa 
>i , e movendo ^^ in modo che t scorra sopra sé stessa , si può ottenere che .i, 
coincida con una porzione di s, (s, con una porzione di f^) la quale stia ad s, 
(ad Nj) in un rapporto qualunque. Cioè s^ : Hi = p : q; dove p,q sono numeri 
quali si vogliano. 
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stulnto sulle parallele. Questo metodo riceverebbe un.i conTorma. nel tempo stesso 
cbe produrrebbe un frutto non ispregevole , quando se ne potesse dedurre, se- 
condo il cenno dato nll'art. 10, che l'unità pangeometrica è un segmento ìnRnìto. 
Dov'è àn notare clic la difllcoltà. l'esame detlu quale ci lia condotto a considerar 
questa conclusione come probabile (attualmente, sarebbe arrischiato dire <ii più} 
non è stata posta sotto una forma tanto precisa qnant'era necessario a risolverla, 
se non approfittando del metodo pangcometrico. 



Assumere inllnita l'unità pani^eometrica, equivale a stabilire la Geometrìa eu- 
clidea, per le figure clic non lianno punii a distanza infinita. Ha , per gli elementi 
all'infinito, si può dire altrettanto? 

Blanifestamentc , se AX ò un segmento infinito, il suo ra;)porto x all'unità 
pangeoinetrica (InDnìta) riesce inilcterminato. Ciò sembrerebbe indicare clic in 
generale ie funzioiiì spaziali siano indeterminate (discontinue] all'infinito. 

Riprendiamo in esame le conclusioni dell'art. 8, nell'ipotesi della Geometria 
euclidea. Conservando le medesime notazioni, con l'avvertenza cbe in questo caso 

a= -, si Ila y-sotg'j^ Se contemporaneamente tendono x all'oo e ^ a zero, i/, 

prende una forma in Ictenninata ; e può assumere qualunque valore , sia qual si 
voglia la legge con cui x diviene inQnito , purchò correlativamente si scelga un 
modo opportuno di mandar ^ a zero. È poi costantemente j/i = ri ; e, per ^ = 0, 
AZ diiiene parallela a BT ; s'incontrano dunque, anche in questa ipotesi, dello 
diOìcollÌL analoghe alle precedenti. 

15. 

Vi è però fra i due casi una differenza notevole. 

Indichiamo con £ , S i due sistemi geometrici che s' ottengono , supponendo 
rispettivamente infinita o finita l'unità pangeomctrica. le contraddizioni (risultanti 
diill'arl. 8) a cui conduce S non si possono schivare col supporre y, discontinua 
per a: = oo; poicliò s'è dimostrato che S implica l'esistenza almeno d'una legge L, 
tale, clic se co tende all'oo secondo questa, i/, tendo contemporaneamente a zero; 
e la contraddizione apparisce anche se ce cresce secondo !.. 

In S invece, y, essendo costante per qualunq-^e valore Anito ili x, ogni -iif- 
flcoltà svanisce purché si ammetta che j/, divenga indeterminata per x = ao ; sup- 
posizione In quale, per quanto singolare, non è però in rontriidiiziono con alcuna 
proposizione di £, 
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AL PROBLEMA DEGLI ASSI DELLE CURVE DI 2-' ORDINE 
trainilo coi melodi dell» geomelria nuova e della geometria analilica 

NOTA 



Prof. CARLO LOLLI. 



Se 8i prende, nel piano di una curva di Z." ordine, un punto qualunque ; e 
si determina nella polare di questo punto, un altro punto : questi due punti col 
polo della loro coDgiungente determinano un sistema di poli armonici della data 
conica. 

Se uno dei poli armonici si fa coincidere col centro, gli altri due vengono a 
trovarsi all'inflnito; le linee che congiungono ì due poli all'inflnito col centro della 
curva sono diametri coniugati ; se questi sono perpendicolari fra loro si hanno 
gli assi della conica. 

Che queste condizioni per gli assi si possono adempire, si può vedere nel se- 
guente modo. 

Se si descrive, attorno ni centro della data conica, un cerchio con un dato 
raggio , allora si hanno , essendo aoche il cerchio una curva di 2." ordine , due 
curve di 2.*> ordine per le quali può venir determinato il sistema comune di poli 
armonici. 

Uno di questi poli è il centro comune come polo della stessa rotta, cioè della 
retta inilnitamente lontana del piano, gli altri due poli si trovano all'infinito, per- 
chè ciascuno d'essi è polo armonico del centro della curva, o del cerchio. 

Congiungendo i due poli all'inQnito col contro, si ottengono due diametri 
coniugati della conica, che essendo diametri coniugati di un cerchio devono es- 
sere perpendicolari fra loro. 

Essi sodo quindi gli assi della conica. 

Essendo cosi dimostrata l'esistenza degli assi di una curva di secondo ordine, 

VOL. XZTIII. Sj 



d=y Google 



d=, Google 



)( 195 )( 

Ciò premesso, sì procede nel seguente modo nella costruzione degli assi d'una 
Gonic-1 determinata da due pnia di dìiimctrì coniugati : 

Si fa passare per il punto S, dove i dati dìumctri si tagliano , un cerchio n 
piacere, il quale tiiglia un paio di dininctrì coniugali nei punti A e A, e l'altro 
nei punii B e B,. Cosi i punti del cerchio verranno appaiati in moiIo involutorìo. 
ed il punto U- dove A.\, e BB, si tagliano è il centro dell'involuzione, col quale 
due punti coordinati del cerchio stanno in linea retta. Congìuiigendo dunque U 
col centro C del cerchio con una retta, questa taglierà il cerchio nei due punti 
coordinati X e X, die congiunti col centro daranno gli assi cercati SX , SX,. 



y^-lZ.--' A- 



U^' 




Se il centro d'involuzione U cade nel centro C del cerchio ausiliario , allora 
ogni diametro è perpendicolare al suo coniugato e la curva è un cercliio. 

L'equazione di 2" grado: 

(1) 0,0 a?» + 2 Ooi a^ -1- o,iy' + 2fl(„a! + 2rt,,y + a„ = 

rappresenta, come è noto, una curva di 2° oratine. 

La poliire d'un punto x , y dei piano rispetto alla cianica (I) sarà determinata 
dalle equazioni ; 



«0, a; + Oo 
o„a!+o. 




a^^a^-a^ 


W + o,. 



(S) 

" 0(0 a! + a,t y + Om 
dove aji, = a,]t, e con m , n, sono indienti i coefllcientì delle variabili nella equa> 
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Determinare le sostitasìont che riducono le equazioni : 

(1) ir» + y* =X' + T» 

(2) 9CiP,y}=)ioX*+X,¥' 

ad etiuaiion! identiche, se if{jì,yì b una data funtione omogenea di 2** orline 
delle variabili x t y. 

La fuQsione f abbia la seguente fortna : 

Le sostituzioni cbe operano le trasformazioni (1) e (2) sieno 

a; = a'X + o'T 

y = 6»X+6'I. 

Si ottengono le soluzioni di queste equazioni, differenziando l'equazione (I) se- 
condo X e poi secondo T : rilevando i valori di -^^ e r^ dalle equazioni (4). 
Si otterrà : 

X = a'a; + 6*y 
(5) 

T = o'a: + ò'y. 

Per determinare i quattro coefllcienti di sostituiione e i valori di \ e X, si 
ditTerenzia l'equazione (2) secondo a; o poi secondo y , si ottiene : 

a„x + a^ty = X, a'X + X, a' Y 

o„ x + a„y=\ 6»X + X, 6' Y. 

Ponendo in queste equazioni X = 1,Y = 0; poi X = 0,Y = 1; e secondo (4) 
ì corrispondenti valori di co e y; a" ,a' ; b" ,b' si ottiene : 

OooO' + Oo, 6'' = X, a" a„a° + o,,6" = X, ò" 

(6) 

floo o' + Ooi *' = ^0 »' "oi **' + «Il 6' = X, 6' 

Si banno qui quattro equazioni con le sei incognite a" , b*,R', t»' ,Xg , X, ; 
dividendo però le equazioni che si trovano nella prima linea per b" e le altre per 
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e per X si otterrà : 






" 2 * ~" ^ 2 

ed essenJo In quantità sotto i) segno radicate la somma di duo quadrati, non potrà 
essere che positiva. 

I Tiilori dei cocrflcienti di sostituzione in (7) sono funzioni di <iueste radici e 
dei coellicienti dellii data equazione ^{x ,y) = 0: essi saranno quindi sempre reali. 

Questo, interpretato geometricamente, signiflca che in ogni cnrra di 2* ordino 
esistono gli assi, poiché , in caso contrario , se X fosse immaginario , ciò signifl 
cherebbe che, la data equazione non può venir portata nella forma (3). 

Se ambedue le radici sono eguali, allora sparisce l'espressiono sotto il segno 
radicale e si ha 

«011 = 011 ; "« = 

le quali sono le relazioni che devono esistere fra i coellicienti, acciocché l'equa- 
zione nella forma gencnile rappresenti un cerchio. In questo caso l'equazione si 
trova gii in quella forma nella quale si vuol portarla ; perciò ugni diametro è 
un asse del cercliio. 

In ultimo s'abbia da considerare il caso in cui una radice dell'equazione (9) 
sparisce - 

Si avrti allora : 

"oB-i- "n _ -J^Ooi - "il)* -i- ^"bi* 



che 6 la relazione conosciuta per l'equazione della parabola. Quindi la condizione 
che la curva non abbia centro coincide con quella dello sparire di una radice 
dell'equazione quadratica (9). 

Sì Tede dal modo col quale furono determinate le direzioni degli assi di una 
curva di 2* ordine, che per tutte le curve di 2" ordine, le cui equazioni hanno 
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Simiii consìOerniioni si possono fare sulla ?* equazione (I). Questa equazione 
rappresenta un paio di rette (immaginario), cbe pas^sano per ì punti, die il cer- 
chio lin comuni eolla retta infinitamente lontana del piano. 

Con le sostituzioni (2) si determina un paio di rette che divide armonicamente 
l'angolo formato dal paio di rette ar* + j/* = 0. 

Fra i coefficienti di sostituzione deve esistere la relazione : 

(4) . a" a' + b' b' = 

o dividendo per 6*6' e ponendo to- = »i'' ì ■ir=^' 

, -! 

n ~'^- 

Si vede cbc l'involuzione determinata da (4) è rettangolare. Se te sostituzio- 
ni (2) devono ri<!urre ad identiche ambedue le equazioni, ciA significa elio le 
rctle dclermìnatc devono essere coniugate rispetto a ^(ir,y) = e l'una perpen- 
dicolare all'altra. 

Dal prc letto clitaro apparisce che , anche algebricamente il problema degli 
assi delle curvo di i* ordine viene ricondotto a trovare gli elementi incidenti del- 
l' involuzione determinata nella retta infinitamente lontana del piano dalla curva 
data e dal cerchio. 
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i I e chiamo T il piano t;ingente a te, in P; T' il piano tangente comune alla 
sfcn i;,' e alla superficie £ nel loro punto P' di contatto. Le due sfere passaivio 
dulie posizioni ic, it,' alle posizioni a queste inflnitainente vicine posso supporre 
che si conservino tungenti ai piani T T' mentre il loro centro scorro sul piano 
tangente in 1 alla superficie fissa S- E come nel suo movimento il centro J con- 
serva sempre per ipotesi delle disiarne dai piani T T' che hanno tra loro il rap- 
porto costante a, cosi ne segue che i tre piani tangenti in P I P' alle superficie 
rispettive it S £ in una loro posizione qualunque passano per una medesima retta w. 

Se ora indico con IH la normale in I nlla superficie rifrangente, è chiaro che 
tetre normali IP,]P',IM, alle supcrlì. ie ii.ì:,S essendo ortogonalì'a una me- 
desima retta x comune ai rispettivi piani tangenti, stanno in un medesimo piano 
noruiale nel punto I alla superficie rifrangente. La retta IP' soddisfa cosi alla 
prima legge cui deve obbedire il raggio rifratto. 

Inoltre rappresentando (flg. l.'j con XP , XI , XP' le intersezioni del piano 




/ M "i 



W coi tro piani tingenti in P , I , P' alle superficie ic , S , £ , si ha ; 



Ora si ha p:i la (1) 



Dunqu : fark : 



IIP 


-<iì 


^I>- 


= P'XI. 


IP 


= a. 



I£ _ Xl.senPXl _ senMIP 
" IF XI.senP'XJ scnM'lP'' 
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raggio rìfratto. l'er dctcrminnre [;i lunghctsit IP' lille che sii 



: a e trovare 

inOi il luogo del punto P' di cui parla il teorema bnsU intersecare IR con una 
circOEifurcnia passante per I , P tant^cnsiiil mente alla retta l.\ normale in I alln 
rcltii rifrangente. Difatti condotte le P'H , PH risultano gli angoli P'III , PHI uguali 
a^li angoli di incidenza s dì riTrazione o poichò le corJe IP, IP' sono misurate 
did prodotto del diametro pel seno degli angoli PHI, P'III cosi sarà il loro rap- 
porto uguale al rapporto di quei seni cioè all'indice di rirrazione. 

Ora prolungata la QP' verso Q'. riesce l'angolo Q'P'P uguale a PIQ cosic- 
ché se prendo P'0 = P'P il triangolo isoscele P'OI' riesce siintle a PIQ e riesce 
pure il risultante triangolo QOP simile a P'IP cosicché è: 

QOPJl 
QP~Pl"i 

e di qui consegue che QO 6 costante. 
Ha è pure : 

QO = QP'+P'0: 
dunque ponendo: 

QP=p ; PF = p' 

il luogo di P' sar& dato dall'equazione : 

fi + f' = eostaote. 



ih""- 



(fig. 3.») 
Ora questa h l'equazione di una ellisse di cui i punti PQ sono i fuochi e il 




•apporto 



a è l'eccenlricità. 



Be poi supponiamo a> l (flg. 3.*) risulta l'angolo PPQ usualo a PIQ cosic- 
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P'I I 

Ora il rapporto ^ è costante ed eguale al reciproco - dell'indice di Tifra> 

zionc e il rapporto -= è pure costante e di un valore facile a trovarsi. Infatti 

detti H,N i punti di intersezione della retta PQ colla circonferenza rifrangente, 
abbiamo : 

CPCQ = Cl* = CM' 

e ciò prora che QP è difisa armonicamente in H,N e che, per conseguenza, i 
punti come I tianno dai punti fissi Q , I delle distante 11 cui rapporto è costante 

ed uguale al rapporto ^. Ora ho : 



CQ 
cB- 


CM 


CQ-OM 
CU 


CM-CP 
■ CP 


QM 

ili' ■ 


CH 
= CP 



Detto -^ il rapporto -pp ^^1 t^gg'O della circonrcrcnia rirrangente colla di- 
stanza del centro di questa dal punto luminoso e posto 

P'Q = p P'P = p' 



si ha da (2) 



gO="QP.-i- 



e da (3) 

e sostituendo in (l) e moltiplicando per a si trova pel luogo di P' l'equazione : 
a? + pp' = costante. 
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SULLA GEOMETRIA PUOJETTIVA DELLE FORME DI L'^ SPECIE 



MARIO PIERI. 



In una meoiorìa del Sig. F- Chiisoni u Sitila corrispondenza univoca fra 
le rcffe di uno spazio ordinario e i punii di uno spazio lineare a quattro di- 
mensioni > (pubblicata ne^li Atti dell' Accademia Gìoenia di Catania , serie 3.*, 
tomo XX, t888} sono studiati diiTusamcnte i caratteri di nna certa rappresenta- 
lìotie univoca dell'ordiiiario spazio rigato sullo spazio lineare di p'.:nti a quattro 
dimensioni, e ne è Tatta qualche applicazione alla geometria della retta. 

Naturalmente la stessa rappresentazione può anche farsi servire all'intento 
di dedurre proposizioni nuove di geometria dello spazio a quattro rlimcnsioni da 
altre proposizioni note intorno allo spazio rigato ; ed è specialmente in questo 
senso che essa verrà adoperata nella presente nota. Ma ai piìi semplici risultati 
che immcil latamente si offrono in quest'ordine di deduzione (ahunì dei quali non 
sembrano privi d'interesse) farò precedere alcune considerazioni generali sul va- 
iare dì detta rappresentazione, considerata sia dall'uno che dall'altro punto di vista. 

1. Ecco in che cosa consiste sostanzialmente la rappresentazione in parola. 

Entro uno spazio lineare a quattro dimensioni S\ siano dati uno 8,)aiio or- 
dinario Ij , due rette sghembe a' ,b', non giacenti in questo, e due piani a.^ , 
situati nello spazio S e passanti rispettivamente per i duo punti A e B , tracco 
delie rette a' , b' sul medesimo. Si facci-i corrispondere ad un raggio qualunque 
p dì S il punto d' intersezione P' dei due piani, che proicttapo l'uno il punto pa 
dall'asse a' e l'altro il punto p^ ilall'asse b' : per tal modo lo spazio ricalo £ e 
lo spazio -piinieggialQ S' verranno ad esser riferiti univocamente fra loro. Indi- 
cando con e' la retta a^ , con f o (^ rispettivamente le tracco dello spazio (a tr« 
dimensioni) a'b' sullo spazio -g e sulla retta e, e con l' la trasversale incidente 
alle tre rotte a' , b' , e' , gli enti fondamentali dì dotta corrispondenza birazìonale 
■aranno i seguenti : 

per lo spazio rigato Z i Ij'c piani «, ^tY C''' 4"^'' corrispondonft rjspetti- 

VOL. tlVIII. 'i^ 
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una tripla fissa di rette indipendenti, e la geometria proielUva dell'ordinario 
spazio rigato con un triedro (isso, sono Ut stessa cosa n. 

3- Sì pu6 ancbc determinare racilraenle il gruppo delle trasfor inazioni bira- 
zionali di punti dello spazio S', die corrispondono alle co'' trasformazioni lineari 
(coltineazioni e reciprocità) dello spazio £. Per ciò siano ad es, 0' ed B' le due 
trasformazioni corrispondenti al una collineazìone O e ad una reciprocità B ar- 
bilrarie di Z, 

Poiché (Gli , n. 31) il sistema lineare ce' delle varietà quadrlcliB (a tre di- 
mensioni) di S' passanti per le rette fondamentali a' ,b' , e' ha per imagine in £ 
il sistema di tutti i complessi lineari di rette , è chiaro che tanto la trasforma- 
lione 0' quanto la B' dovranno mutare ogni varietà qiiadrica di detto sistema in 
un'altra del medesimo sistema. Viceversa, ogni trasformazione birazionale dello 
spazio S', la quale muti in sé stesso l'insieme di dette quadrichc , sarà imagine 
di una trasformazione univoca dello spazio rigato, facente corrispondere ad ogni 
complesso lineare un altro complesso lineare : cioè sarà una trasformazione 0' o 
una B'. Per conseguenza : 

« La geometria proiettiva dell'ordinario spazio rigato coincide con la geo- 
metria di uno spazio lineare di punti a quattro dimensioni, ove si prenda in 
questa per gruppo fondamentale il gruppo dalle trasformazioni hirazionali che 
mutano in sé slesso il sistema delle vartefd ijuactrtc^e passanti per Ire rette fisse 
indipendenti (•) o. 



(*) Le trasformazioni O' ed R' sono entrambe del quarto ordine, e fanno corri- 
spondere ad uno spazio qualunque nna varietà guarlica s.' o H', avente per rette 
doppie le quattro rette a' ,b' , e' , t' ; e ad una retta qualunque una quartica ratio- 
naie normale x' o y', avente le tre tetta a' ,b' , e' per corde : le varietà s' passano 
inoltre per tre piani fissi X',,, , X',i, , X',,, , incidenti alle rette a',b',c', e (quindi 
anche) per una rigata cubica normale fìssa \i.\^^ , contenente le rette a' ,b' , e' ,f e 
individuata dai detti piani: le varietà H' passano inoltre per tre rigate cubiche nor- 
nali fisse [i\,) , \>.\^) , {i'(,) , contenenti le rette a' ,b' ,c' ,t' , e (quindi anche) per un 
piano fisso y^i), incidente alle rette a' ,b' ,c' e individuato da quelle rigate. Ogni 
varietà £' contiene pure (necessariamente) un piano variabile, e ogni II' ana rigata 
cubica normale variabile; ecc. Le cnrve x' ,y' sono inoltre incidenti, le une ai tre 
piani X'(,) , X'{j) , a'ij) e le altre alle tre superficie [Ji'(,, , jjl'^,, , \L\^y (in pnnti non bì- 
tnati Balle rette a' ,b' , e'). 

Ad Mfl piano qualunque corrisponde : per la O' una superficie del 10° ordine 
passante tre volte per ciascuna delle rette a' ,b' ,c' ,t' e incidente secondo coniche 
a ciaacnno dei tre piani X'[,) , X'(j) , X'(,, : per la B' una superficie del 6° ordine, pas- 
sante per le rette a' ,b' ,cf e incidente secondo qnartiche razionali normali a ciascuna 
delle tre rigate cubiche (jl',,, ,)ji'(„ . jjl',,,. Ecc. ecc. 
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ceYersa. Un piano (rigato) di S è imagìne (Cb., n. 10) di un piano (punteggiato) 
di S' che incontra tutte o tre le rette u' , &' , e' ; e vice* erga. 

Ciò posto, se si considerano le due lince (congiunte, cioè) corrispondenti alle 
dae scliiere di generatrici di una medesima quadrica di £, la proprietà elementare 
che ■ ogni piano incidente ad una qualunque di queste schiere è incìdente anche 
all'altra i si trasforma nella seguente proposizione : 

a Gli OD* pioni di «no spazio a quattro dimensioni, che incontrano ire rette 
fisse iF)()tpen(ien(f ed una quariica razionale normale avente le medesime per 
corde, incontrano pure una seconda quariica analoga alla prima {la quariica 
congiunta alla prima) ». 

La mutua dipendenza fra due tali qnartiche è espressa dal seguente teorema 
(I. n. J) : 

Gli oo' coni quadrici di prima specie {a tre dimeniioni), ciascuno dei guati 
ha il vertice sopra una data quariica razionale normate q' e possa per tre corde 
fisse a',b',c' di questa, hanno tutti a comune una secondo qiMariica rozionatc 
normale q" avente le medesime rette per corde ; inoltre la quariica q' si pud 
dedurre dalla q", nello sfesso modo che la q" dalla q' ». 

L'intersezione di Ire qualunque di quei coni , sceverata dalle quattro rette 
n' , b' , e' , e, dar& precisamente In q". Per due punti presi rispettivamente sul- 
l'una e sull'altra quartica passa sempre una conica incidente alle tre rette a',b',c 
(». n. 2). Ecc. 

7. Consi lerando in £ delle schiere incidenti ad uno qualunque dei piani a,p,f , 
a due qualunque di essi , o a tutti e tre , si otterranno queste altre proposi- 
tiooi, che possono anche riguardarsi corno casi particolari della precedente : 

K Oli 00* piani di uno spazio a quattro dimensioni, che tncontrono tre rette'' 
^e indipendenti ed una cubica gobba incidente a due di esse e avente iu terza 
per corda, incontrano necessariamente anche un'altra cubica gobba analogo alla 
prima (e cioè la cubico congiunta allo prima) n. 

I Gli 00* piani di uno spazio u qiuitlro dimensioni , che «i appoggiano a 
tre rette fiate indipendenti e ad una contea che incontri due di queste rette, 
ma non giaccio in un piano incidente a tulle e tre ('), incontrano pure un'altro 
conico fissa dello stesso sistema >. 

I Se quattro rette a' , b' , e' , d' sono tali, che fra i sei spazi da esse deter- 
minati non ve ne siano Ire appartenenti od uno stesso /"ascio, ogni piano inci- 



(*) Questa restrizione fc neoesaaria, afflachb la schiera corrispondente alla conica 
non degeneri in Qd invilappo dì seconda classe, nel qaal caso la eonica Barabba oon- 
gianta a s6 stessa. 
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<t Le 00* conicele di uno spazio a quaUro dimensioni, che incontrano due 
refle date a' , b' e ctngue piani dali X(,j,X(j, ,.., , X(,) incidenti alle ntedcsime e ad 
uno terza retta data e' (e lati inoUre che fra i loro dieci punti d' intersezione 
non ve ne siano quattro appartenenti ad una stessa conica incidente alle rette 
*' 1 b' (•)) tnconlrano sempre anche un sesto piano (issu X,,) analogo a cuciti ». 
I sei piani X sono fra loro associati. 

« Le 00* rette che incontrano quaUro piani dati }»„) , ... , |t[,) di uno spazio o 
Quattro dimensioni, tali che fra i loro sei punti d'intersezione non ve ne siano ire 
in linea retta, incontrano necessariamenfe uH<:/ie un quinto piano dato |t(,) i. I 
cinque piani in sono fra loro associati. 

Le oo> lìnee, di cui si parlii in ciascuna delle proposizioni suddette, occupano 
una varietà razionale, che è rÌspettiT»mente dell'ordino 6* , S* , 4* , 3" : nel primo 
caso sono triple per questa varietà tutte e quattro le rette u' , 6' , e* , t' ; nel secondo 
sono doppie le 6' , C , t' ed è tripla 1» a' ; nel terzo sono doppie le a' ,b' e sem- 
plici le c',1', nell'ultimo ca^o la varietà non contiene linee doppie: in tutti e 
quattro i casi la varietà possiede un numero finito di punti doppi staccati nei 
punti d'intersezione dei piani che la determinano. 

9. Il teorema dì Hesse (**) traducesi in una relazione abbastanza semplice 
fra i piani associati X e |ji delle ultime due proposizioni. Si sa che ogni congruenza 
di 3° ordine e K classe di £ , la quale abbia per piani singolari due dei piani 
a,^,Y lutti e tre questi piani, è rispettivamente imagine di una rigala cubica 
normafe di S' passante per due delle rette a',b',c', o di un piano al tutto ar- 
bitrario di S' e viceversa. Di più si ha che un /ascio di raggi dei 2' ordine di 
£ incidente a due di quei piani , è imagine di una conica di S' incidente a due 
di queste rette, ed il cui piano incontra anche la terza. Pertanto : 

s I sei piani associati X sono tali, che la rigata cubica normafe passanic 
per le relle a' , b', e iiicidenie secondo coniche a quallro qualunque di essi (cioè 
passante per i sci punti d'intersezione dei medesimi) contiene anclie il punto 
d'incontro dei due rimoncnti (*"•) a, 

a I cinque piani associati v- godono la proprietà, che il piano determinalo 



(*) Una tale restrizione ba p«r effetto di esolndere che il gruppo formato dai 
qn&ttr'o piaui corrìspondenU in £ e dai tie piani « , ^ , f appartenga ad un medasimo 
inviluppo di 3' classe. Analoghe condizioni dovrebbero introdarsi negli enunciati delle 
due pcopoaizioni cho precedono, a volar rimuovere da esie ogni ecceziona. 

(**} < La cubica gobba che nnisea sei qualunque degli otto ponti base di una 
rete generale di qnadrìche ha per corda la retta che unisce ì due rimanenti >. 

(***) La varietà qnartica generata dalle oo* coniche eoe. (n. 8) contiene le quin- 
dici rigate cubiche cosi determinate. 
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nk congiiinle ree.) inconlraiio co* coniche analoghe a quelle. Drtll sisftmi oo' di 
piani e di coniche, ambedue elliUìci e dvllo stesso modulo, occtipddo rispeUiva- 
menle uno varietà del 6' ordine e una siiiierfìcie del 9' ordine ». 

(1 Gli oo' piani iucidenti a cinque rette indipendenti a' , b' , e' . d' , e' , non 
associate nel «enso del n. 7 . xono ineidenli ad «>< rette. Quei piani e qìieste 
rette /ormano due sistemi cUilUci con lo slesso modulo, e generano una varietà 
ed una superficie dia sono entramltc del 5° ordine ». 

In tutti e quattro Ì casi si h» inoltre che per ogni punto della superficie 
passano due piani (Icll» varietà, ossia clie la superficie è il luogo dei punti doppi 
della varietà stessa. Le curve (ellittiche) d' intersezione della superlJcic coi singoli 
piani della varietà sono rispettivamente del G" , 5" , 4° , e 3° ordine. Ecc. ecc. 

12. Una rigata cubica normale dì S', contenente le Ire rette rondamentali 
a' , 6' , e' (quindi anche la (') corrisponde ad una stella di rag-ji arbitraria di S, 
e viceversa (Ch. n. 9). Ora, poiché le oo* schiere iucidenti a soltc stelle di raggi 
(nella posizione più generale) sono allrcsì incidenti ad un'ottava stella, si avrà 
pure che : 

« Le oo* quarliehe razionali normali di iin-J spazio a quattro dimensioni, 
che hanno Ire rette fló^e indipendenti per corde e incontrano altrove sette ri- 
gate cubiclie normali passanti per queste rette (ma del rewo silwite in jjostzioiie 
generale) incontrano fuori di esse rette anche wi'oliava superficie cubica analoga 
alle prime ■. 

Dette quartiche generano una varietà razionale del 6° ordine con quattro 
rette triple a' , b' , e' , i'. Le otto ridale cubiche sono associale di fronte a quella 
proprietà. Ecc. 

13. -Una uan'elà cubica generale dello spazio S', contenente le tre rette fon - 
damenlalì a' ,b' , e', ha per tmagine in £ un complesso cubico dotato di tre piani 
rigati fissi a.^.f; e viceversa. (Se inoltre la varietà passa anche pere, il com- 
plesso conterrà anche la stella di raggi che ha il centro iu C (n. 1), e viceversa). 
Pertanto : 

a Lo Bludio dei complessi cubici di rette dello spazio ordinario dotati di 
tre piani fissi riducesi a quello delle varietà cubiche, con tre rette fisse , dello 
spazio a quattro dimensioni b. 

Quest'osservazione potrebbe condurre a stabilire, con la norma degli studi 
già eseguiti intorno alte varietà cubiche di ^, (,*) , una teoria generale eJ una 
classificazione di quei complessi cubici di rette. Hi restringo u notare in propo- 



(•) V, Sagre • Sulle taridà cubiche dello spazio a c[uatlro dimensioni » Me- 
morie della B. Accademia delle Scienze di Torino, Serie 2*, T. XXXIX. 
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STTLLÉ 
LINEE A TRIPLA CURVATURA NELLO SPAZI 

A 4 DIUENSIONl 



GEMINIANO PlRONDINr. 



Le proprietà rondamentali delio spazio euclideo a 4 dii 
applicano in questo breve saggio sulla teoria analitica delW 
Tatura, sono esposte con metodo geometrico in un articolo pu 
fessore P. Cassani nel Voi. XXIIt° (1885) del Giornale di 

Per espnrre i principii Tondamentali della geometria ana 
S, , col vertice in un punto qualunque (ondine) si costruisci 
quadri rettangolo , tuie cioè die ciascuno dei quattro spigol 
{Olii coordinati) sin porpendicoliire a^jli altri tre e quindi a 
dinario Sj da essi detcrminato {spazio coordinato). La posi 
di S( è nota quando si conoscano le sue distanze x ,y ,z. 
spazi coonlinati S, ; tali coordinate sono anche le proiezioni 
mento OÀ sugli assi coordinati. 

Uno spazio ordinario S, , un piano, una retta sono ris; 
sentati , nel sistema di coordinate ora definito , da una sola 
4 variiibili , ovvero dal sistema di due o di tre di tali equi 
analìtica dello spazio a 4 dimensioni si allontana , in moltisi 
naria geometria analitica ; quei risultati però che avremo oc 
nel presento lavoro, presentano tutti, anche nel modo di dim 
Analogia coi noti risultati della geomelrìn analitica dello spa 
credo quindi che il lasciare completamente la loro esposizion 
alla chiarezza del presente articolo. 

1. Una linea si dice a tripla curvatura quando 5 punti 
non sono situati, in generale, in uno stesso spazio S,. La rat 
punti consecutivi di una linea, il piano detcrminato da tre j 
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Cu) centro ncirorigiiie degli assi sì costruisca una sfera a 3 dimensioni (liio^'o 
dei punii dello spazio a 4 dimensioni equidistanti da un punto fisso) e di raggio 
unitario e conduciamo, per il suo centro, dei raggi paralleli alle tangenti; la linea 
sferica A die si ottiene è l'indicatrice delle tangenti della data lineai. Un punto 
qualunque di A lia per coordinate : 

5- cosa , fi =.oosp , ; = COSY , T = cosS. 

L'angolo di due tangenti consecutive <lt L è misurato dall'arco elementare do 
di A, cioè da : 

da= \'(dcosa)» i- ((icosg)' + (d cosf)* + (dcosS,* 

Avendo presente le (1) e chiamando raggio di prima curvatura di L il rap 
])orto dell'arco elementare all'angolo di due tangenti consecutive, abbiamo « il 
raggio di prima ciirviilara p, di una linea a Iripla ci(n'aiiir« È espresso dalle 
formata : 

— = \'x"* + y"* + z''* + ("*', 

esseiid') x'' , ... le derivate seconde delle coordiiiute prese rapporto all'ureo. 

%. Una linea a tripla curvatura è completamente determinata di Torma e di 
posizione quando siano note le espressioni delle 4 coordinate rettangole di uii suo 
punto qualunque in Tunzìone dell'arco. 

Indicando con tf,^,H tre funzioni arbitrarie di $, si può scrivere: 

{ì) cosa = sen^ -cosili -sene , cosp = senssen^* sen6 , 

cos f = cos <t ■ sen , cos 5 = cos 6 ; 

se allora abbiamo presente le (I). si può dire: 

s Le coordinate dei punii di una linea a tripla ctiroatura si esprimono per 
l'arco s per mezzo detti equazioni: 

(3) x = Jsen(p-cos!l»-senO-ds , y = Jsenij -sen^Jf-sen ftds , 

z = J cos<p-sen(l-ds , t = j cosO-ds , 

etsendo ? .t^.^ fiinzioni arbilrarie di s »■ 

Se R 6 il raggio vettore uscente dall'origine degli assi e a,? <T<^ (?'' ^^ 
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essendo t un infinilesimo tutto al più di 4° ordine, si Ita: 



p VA' + B' + C»fD» = (£ Ax') (l4 + j (L Aa!")ds» 4- g (2 \x"') ds» + ji , 

essendo (t un infinitesimo d'ordine non inreriore al quarto I) punto H, ha quindi 
da uno spailo passante per M generalmente una distanza dì 1* ordine rapporto 
all'arco ; questa dùntanza discende a] 2** ordine, ovvero al terzo, ovvero al quarto 
quando nel punto H siano soddisfatte o la prima, o le due prime o tutte tre le 
condizioni : 



2Aa:' = 



£Ax" = 



Queste 3 condizioni possono essere soddisfatte , disponendo delle indetermi- 
nate |7 t ìT > i7 ; f^t'i quindi eccezione tutto al più per punti isolati , in nu- 
mero finito infinito, in ogni punto di una linea a tripla curvatura si può con- 
durre unu spazio tale, che nell'intorno di quel punto le distanze dei punti della 
linea da tale spazio siano infinitesimi del i" ordine ; questo spazio, che é l'oscu- 
lator&, è dunque rappresentato dall'equazione : 



i-a T-y Z-2 T-I 

aj' y z' e 

x" y" z" 1" 

X'" y'" z'" l'" 



i noti che questa equazione si può scrivere : 
y' T s' t' 



£ {X - X) 



I" 



l- 



se allora consideriamo la tangente alla linea nei punto (x , y , z , e le altra 
due inflaitamente prossime, ì loro coseni direttivi sono : 

(cosa = x', ) ; (cosa + d cosa = x' +«'•"(18, ); 

1j» (cosa-i-2dco3o+d*cosa = x'-i-2x"d8-|-a'"'(Ì6*, ) 
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dove A è doto dalla relazione : 



.'=Z 



In una linea a tripla curvalura sì {irende come mìsurii del più o meno rnjtidD 
(tefiare tlallit forma di una linea ii doppia curvatura il rapporto dell'angolo di due 
spilli osculatori consecutivi all'iirco inOniWsiino intercetto fra i punti di conlatto; 
questo rapporto si cliiamu terza cuivalura e la sua inversa raggio di terza 
curvatura. 

Si intercettino i rap gi uscenti dall'orittine e diretti parallelamente alle irinor- 
mali con una sfera a tre dimensioni dì raf^gio unitario e il cui centro è nell' ori- 
gine degli assi; la linea srcrica che sì ottiene è l'indicatrice delle trinormali; 
l'angolo di due trinormali consecutive ( misurato dall'arco ìtillnitesimo da dell'in- 
dicatrice, e siccome i pùnti di questa linea hanno per coordinate i coseni direttivi 
della trìnormale, si ha ; 

da= V.rf-cosl)* + (((■cosm)* + {[tcoBn)' + {d-co8p)». 

He Tiene di conseguenza che « il ragoio di terza cnrvalura di una linea a 
tripla CHrralHra ii dato dall'equazione : 



1 l/dcoslY /dcosjjix* /dcosnV /*icosp\* 

i:=V<.~5r-) -^l-s") ^K-nr) +(-Ji-J • 



dove cosi , cosm ,cosn ,cosp sono doti dall". (4) s. 

5. Una bìnormate (]ualunque è perpendicolare a due tangenti consecutive, la 
cui direzione è definita tini coseni direttivi 

(X' , y , 2' , I) , (a)' + aj'da , y + y ds , z' 4 z'ds , (' + (" dn) ; 

se dunque indichiamo con St)!)!i* gli angoli che la bìnormnie principale tu 
cogli assi coordinali, dobbiamo avere ; 



£a;'co8S = 



£ x" cos 5 = 



Poiché ogni binormale ha comune un punto collo spazio osculatore, la oon- 
ditionc esprimente clic la binormale principale hì trova nello spazio osculatore 
voi,, xxviu- 29 
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Avendo quindi presente l'espressione dì p, , abbiamo « i coseni direltiììi de 
normale )}rincipale sono dati dalle equazioni : 

cosX = p, x" , cosjt = p, y" , coBv = p, i" , cosn = p, t" , 

essendo p, ti raggio di prima curvatura ». 

^i sono cosi determinuti i coseni direttivi delle i direzioni principali in ciasc 
punto di una linea a tripla curvatura , come pure i raggi di prima e di tei 
curvatura. 

7. Come misura del pili o meno rapido deviare di una linea a tripla curvati 
ilalla Torm.i dì una linea |iiana , si pron<le il rapporto dell'angolo di due pi; 
oscuLitori consecutivi all'arco intercetto fra i punti di contatto ; questo rappo: 
si chiama seconda r.uroalnra e la sua reciproca raggio di seconda curvalura. 

Sia lo l'indicatrice sferica delle tangenti di L ; per il centro della sfera a 
dimensioni e per due tangenti consecutive di !>, conduciamo due piani , i qu 
segano la sfera in due cerchi massimi, l'angolo Iniìnilesiaio du di questi due ceri 
è eguale alTangolo inllnìtesiino formato da due piani osculatori consecutivi di 
siccome l'arco elementare dso di L^ misura l'angolo di contingenza-di L, si h 

du p, ' 
essendo p, , p, il raggio di prima e di secondii curvatura di L. Se ne deduce 



centro della sfera si conduca uno spazio S, il quale si^^a la sfera a tre (lìmi 
mm in una sfera ordinaria; la linea L^ ha comune con tale sfera tre punti c< 

xGcutivi e il rapporto y^ è quello che si chiama raggio di curvatura geodet 

di t,, sulla sfera a due dimensioni nel punto in cui questa tocca L, Avrei 
dunque : 

ttep^ Pio _ < 






essendo p,B il raggio di prima curvatura di Lg, e perciò: 
« - Pi 



L 
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Cunsiileriindo poi nella linea costruita 1 le quiitcnm di punti cuiiseciitivi ; 
ciuscuna (Jollc quali iletcrminii uno S)\azìo Sj , si faccia ruotare ciascuno di c|ticsti 
spuli, Hltorno al piano determinato dada terna di punti che ciascuna quaterna lia 
in comune colla precdlente. <!i ■" '" =-"-•=*--=-- 

np.r raaaìti ili t^ria ciirBiiliira iì.< . 

il Tflgs'io assegnato ; gli uttri due raggi p, , p.^ di L sono i medesimi dì quelli di 
I, non avendo cambiato, nei suddetti movimenti, né Tarco elementare della linea, 
ni: l'angolo infinitesimo di due tangenti consecutive, né quello dì 1 piani osculatori 
consecutivi; quindi L acquista i tre ra^gi dì curviitura prcviiimcnle assegnali. 

Essa è poi unica, poiché unica è la linea a doppia curratura l e completa- 
mente detcrminata é la rotazione da fare eseguire in ugni suo punto allo spazio 
osculatore. 

9. In uno spazio a i dimensioni ai chiama spazio curvo ìl luogo dei punti lo 
cui coordinate verificano una stessa relazione : 

(V f(x,y,z,lì^<i 

(equazione dello spazio) ; una lìnea si trova in uno spazio curvo quando le coor* 
dinate di un punto qualunque della lìnea verificano l'equazione dello spazio. 

Nello spazio curvo (1) considero una lìnea qualunque L che passa per un 
punto determinato H(a,ò,c,d), le equazioni della tangente ad L in M sono: 



dx dy dz di ' 

essendo X , T , Z , T le coordinato correnti e dx ,dy,dz,dt essendo relativi a uno 
spostamento infinitesimo cfTettuato sulla linea. E poiché la linea é nello spazio 
curvo, uno spostamento operato sulla linea é anche uno spostamento fatto nel 
detto spazio ; ora. spostandoci in un modo qualunque nello spazio (1), le quantità 
dx . dy , dz , di , che sono le prime parti degli accrescimenti delle coordinate dei 
punti dello spazio, verificano l'equazione dilTerenziale : 



M-^K^^^-^K^ 



G siccome i ditTercnziali dx , dy , dz, di sono proporzionali alle difTerenze X - 
y-6,Z-c,T- ti, avremo : 
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dulie quflU, coll'elimin.-izionc delle costanti a ,b , si deduce : 

d'a; d*y iPz ^ 

dco py dz 3l 

Queste equazioni dimostrano clie n la condizione ne-ccssaria e Sìiffieienl'ì 
pepc/tè una tifica sin geodeliaa di un dulu spazio curvo è c/ifi iti normale prin- 
cipale di-lla linea coincida, in oe/ni punto, colia normal'i allo Sjiiizin »■ 

Se S ò l'inviliippo degli spazi pcrpendicoUri nllc normiili principali di una 
linea L . si riscontra subito che 1» normale principale di L coincide colla normale 
all'inviluppo; dunque « una linrn n tripla cnrvniura fi flflodflica nello spazio 
curvo inviluppato da' suoi spazi rttiiifìcanli m. 

Lo spazio curvo Z si può ridurre a uno spazio lineare mediante un numero 
inGnìto di rotazioni infinitesime di ciascuno spazio rettìlìcante iitlorno ni piano che 
esso ha in comune col precedente, fino a die tutti gli spazi relMIicanti si riducano 
in un unico spazio lineare ; la linea L, dopo tale deformazione dello spazio curvo, 
(Jorendo essere geodetica di uno spazio lineare, diviene una retta. Per tale ragione 
si dà il nome di spazia rellificante di una linea in un punto a quello che è per- 
pend.colare alla normale principale in quel punto. 

10. Se in tutti i punti dì una linea a tri|iia curvatura L conduciamo gli spazi 
normali, questi inviluppano uno spazio curvo £j sviluppabile in uno spazio lineare 
e che si chiama spazio curvo polare di L. Due spazi normali consecutii! hanno 
in comune un piano {piano pùUire di L) : la serie dei piani polari di una linea 
È tale, che due consecutivi di essi si incontrano ìn una retta, essendo essi posti 
nel medesimo spazio S, ; tali piani inviluppano quindi una superficie sviluppabile 
£, chiamala superficie di regresso di Ij. 

Due piani tangenti consecutivi di I^ hanno in comune una retta (rcrfa potare 
di L) ; la serie di rette polari è tale , che due consecutive di esso si incontrano 
in un punto; esse inviluppano quindi una linea Lg che sì chiama lo spigolo ili 
regresso della superflcie 1^ o anche la tinca di regresso dello spazio curvo ^i- 

Siano A,B,C,D,E, punti consecutivi di L . P il piano polare di I. 

in A ed AN la normale principale di L in A ; la retta AI4 e il piano P sono en- 
trambi situati nello spazio normale di L in A e quindi hanno necessariamente un 
punto Al in comune. Il punto A^ è anche l'unico punto comune al piano osculatore 
e al piano polare di L in A. Questo punto A, , trovandosi sul piano comune a 
due spazi normali consecutivi di L è equidistante dai tre punti A , R , C , ed è 
l'unico punto della normale principale che abbia tale proprietà. 

1) punto Al & dunque il centro del cerchio osculatore di h in A ; il luogo 



d=y Google 



d=, Google 



)( 233 )( 

principale di L e il piano osculatore di L„ sono nello spazio normale di-L in A , 
cioè nello spnzio osculatore di L^ ; quindi queiln binormiile di L^ , a cui è parallela 
la normale principale di L, è la binormale prmci,"ale. 

Risultano allora parallele anche la binormale principale di L e la normale 
principale di Lg. 

Abbiamo dunque il teorema generale « nello spazio a quattro dimensioni, 
considerando mia linea a tripla cuiTaftiro L e il luogo Lo dei cenlri delle sfere 
a tre dimensioni osculotrici alla L , si ita che la tangente, la normale princijìale 
la binormale principale e la Irinormnle di L sono rispeltivamenle parallele alla 
irinormale, alla binormale principale, alla normale principale e alla tangente 
di Lo J. 

Avendo presente questo teorema e le dellnizioni date di piano normale prin- 
cipale, «li piano delle binormali e di piano osculatore di una linea, si può aggiun- 
gere n il piano normale iirmcipale, il piano delle binormali e il piano oscu- 
latore di L sono rispettivamente paralleli ; nel senso jiarfiolare , (cioè Itanno 
comune mia retta alt'infinilo) al piano normale principale, al piano osctilnlore 
e al pigino delle binorinnti di Lg i. 

Essendo poi l'angolo di due tangenti e quello ili due tnnormali consecutive 
di L rispettÌTamente eguale all'nngolo di due trinormali e n quello dì due tangenti 
consecutive dì Lg , abbiamo « il rapporto del raggio di prima curvatura a quello 
di terza curvatura dì L è eguale al rapporto del raggio di terza c(tii;af»ra a 
quello di prima curvatura di L^ a. 

Il piano delle trinormali di L è parallelo, nel senso particolare, al piano oscu- 
latore di Lo il quale, essendo l'intersezione di 2 spazi normali consecutivi di L . 
ù perpendicolare a due tangenti consecutive. Ne viene dì conseguenza che n il 
ìiiano delle binormali di una linea è pcrpendicolave a due tangonli comecutive 
lii questa i. l'cr questa ragione il piano in discorso può cliiamursi piano binor- 
ma(c delU lìnea 

Si può quindi enunciare una proprietà precedente dicendo ■ ti piano binor- 
male di una linea e il piano polare sono paralleli nel senso pariicolare a (£ si 
attiene un noto teorema sulle linee a doppia curvatura se, nell'enunciato prece- 
dente, la parola piano ai sostituisce coll'ultra retta). 

Essendo la normale principale di L parallela alla binormale principale di L, , 
ne viene di conseguenza che n ii luogo 1^ dei centri dei cerchi osculatori di una 
linea h si ottiene conducerido dai vari punti di L delle perpendicolari sui piani 
polari ■». 

Il centro della sfera osculatrìce ordinaria è l'incontro dello spazio osculatore 

colla retta polare, ma tale retta è parallela alla trinormale della linea , quindi 

t il luogo L, dei cciKri delle sfere ordinarie osculatrici a una linea L si oUicnc 

«mducendo dai vari punti di questa delle perpendicolari sulle rette polaH di L n. 

voL. «viri, 30 
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Queste pro|>rielà sono analoghe a qui^lle contenute nel noto teorema diLan- 
cret relntiTO alle linee a doppia curvatura. 

La linea L , posta nello spazio a quutlro dimensioni, si riduca a doppia cur- 
Talura ; tutli gli spazi normali di L , essendo perpendicolari a uno stesso spazio, 
si incontrano tre a tre in rette parallele a una direzione fissa ; la linea Lg va 
dunque all'infinito e la sviluppabile polare diviene un cilindro. 

Se peri vari punti dì L conducianio le perpendicolari alle generatrici di questo 
cilindro (rette polari), queste rette sono i raggi delle sTere ordinario osculatrici 
ad L -, esBu sono nello stesso spazio di L. Dunque h il luogo L, dei centri delle 
ifere ordinarie osculatrici ad L si offteiie tiKcrsectindo il cilindro polare collo 
spazio di L ; la duca L, è dunque la sezione retta del cilindro polare ». Es- 
sendo allora L, Iraìeitoria ortogonale delle rette polari di L , le tangenti di L, 
sono parallele alle binormali principali di L. La binorinalc principale di L, , per- 
pendicolare a due taok^entì e posta nello spazio contenente L, , ò parallela alla 
retta condotta perpendicolarmente a due bìnarmalì principali consecutive e posta 
Dello spazio contenente L , cioè alla taiigenlo di L. Le trinormali di L sono pa- 
rallele alle rette polari, le quali sono appunto le trinormali di L,. Risultano quindi 
necessariamente parallele le normali principali di L e di L,. 

Dunque n quando la linea L è a doppia curvatura, il luogo h„ dei centri 
dfUc Infere a tre dimetisiont o^culnlrict si riduce a un punlo all' infinilo ; e .se 
L, è il luogo dei centri delle sfere ordinarie 08citla!rict a L, Kt ha che la tan- 
gente, la normaie principale, la binormale principale e la trinormale di L sono 
rispe((irameit/e parallele alia binormale pTÌ>icÌpale, alla normale principale alla 
langenfe e alla Irtnormn/c di L, ». 

11. Sia L una lìnea a tripla curvatura ed I la proiezione ortogonale di L fatta 
sopra il suo spazio osculatore nel punto A , le due linee L,l hanno quattro punti 
consecutivi in comune e perciò avranno, nel loro punto dì contatto A , Io stesso 
raggio di prima curvatura, lo stesso raggio di seconda curvatura e la stessa sfera 
OEEulatrice ordinaria. 

Ne viene di conseguenza che r il raggio r della sfera ordinaria osculatrice 
a una itnea a tripla curvatura è dato dall' c(/uaztone : 



-^'•'^^-i^y 



eieendo p, e p, t( raggio di prima e di seconda curvalnra ». 

Per determinare il raggio R della sfera osculatrice a (re dimensioni , basta 
dclerminarc la distanza di un punto qualunque della linea data L dal corrispon 
dente punto di Lg. Se consideriamo quattro spazi normali consecutivi di L, com- 
binando fra loro le equazioni che li rappresentano, si ha che il punto comune ad 
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Queste forinole però, che io ho cerotto di stabilire, hanno llnora resistito a 
lulti gli sforzi tentati ; senza rinunziare quindi a ritornare su tale argomento , 
giamo nella necessità ài asserire che lo forinole testé stabilite sono le sole di cui, 
per ora, possiamo far uso. 

Osserviamo infine die la sfera ordinaria osculairice è situata nello spazio 
curvo che si è distinto col nome di sfera a tre dimensioni osculatrice , e sì ot- 
tiene intersecando quest'ultima collo spailo osculatore della linea dati. 

I?. Se nelle (3) poniamo = costante, si ottengono le equazioni della linea 
le cui tangenti sono inclinate di un angolo costante all'asse delle t, tale linea 
bn dunque per coordinate de' suoi punti ; 

ce = sen J cos ? cos <}i - ds , z = senO ■ J cos^ • ds , 
i/ = sen9 J seno- seni -ds , 1 = cosS-s. 

Se da tutti i punti della nostra linea conduciamo delle parallele all'asse delle 
l, il loro luogo geometrico è una gupcrficie cilindrica di cui quattro generatrici 
consecutive non sono situate nello stesso spatìo S, ; le generatrici di tale super- 
Scie sono segate sotto l'angolo costante dalla linea , la quale si chiama etica 
ciliniirica. 

Considerando gli spazi S, detcrminati dalle terne di generatrici consecutive, 
si possono ridurre tutti ad essere contenuti in uno solo di essi , mediante una 
rotazione infinitesima di ciascuno di essi attorno al piano che esso ha in comune 
coll'attro consecutivo ; ciò facendo, la superficie diviene una superficie cilindrica 
ordinaria e la linea un'elica cilindrica ordinaria. Siccome in queste flessioni le 
lunghezze e le inclinazioni reciproche delle linee tracciate sopra la superficie non 
cambiano , si ha h V elica descrilfa sopra una superficie cilindrica delio spazio 
n 4 dimensioni è geodetica su questa superficie n. 

Lo spazio coordinato / = sega la superficie cilindrica considerata in una 
linea a doppia curvatura A che 6 traiettoria ortogonale delle generatrici ; diremo 
i la sezione retta della superficie cilindrica. 

Indicando con o l'arco di A , si ha : 

do=senO-d8 

e quindi le precedenti equazioni si possono scrivere ; 

1 = J senf'co:?^''''^ ' V = J 8en(p-8en4''do , z = J cosy do , / = cotS-o; 

osservando che le prime tre equazioni (quando si ritengano le ? , i}< funzioni di à) 
rappresentano le coordinate dei punti della sezione retta A espresse per l'arco a, 
si ha R relica cih'ndrfca dello spoxio a quattro dimensioni st ottiene conducendo 
pei vari punti di una linea A a doppia curvafura delle perpendicolari alio 
spazio di questa linea e prendendo su di esse , a partire do A , dei segmenii 
proporzionali all'arco di A i. 
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quando una di qw.sle linee è un'elica cilindrica lo è pure l'altra , e i cilindri 
contenenti queste due eliche hanno le generatrici parallele a, 

L'elicn Lg ha le sue bitiormnli principali parallele alle normali principali di 
L e quindi perpendicolari a una retta fissa; se viceversa le binormali principali 
di una linea L^ sono perpendicolari a una retta fissa , costruendo una linea L 
traiettoria ortogonale de^^li spazi osculatori di L^ , questa avrà le normali prin- 
cipali parallele alle binormali principali di Lg ; quindi L è un'elica e sarà pure 
un'elica la bnea Lq. 

Dunque n l'elica cilindrica è pure caratlerizzata dalla proprietà di avere le 
binormali principali perpendicolari a una retta u. 

In causa di tutte queste proprietà dimostrate, potremo asserire che n quando 
una linea possiede una dette seguenti i proprietà : le langenli inclinale di un 
angolo costante ^ le tiormalt principati perpendicolari, le binormali principali 
perpendicolari, le trinormaii tncttnafe di un angolo costante a una reità fissa, 
possied': pure (e olire tre e la linea è un'elica descritta sopra un cilindro eolle 
generatrici poroiiele a quella retta b. 

Sì noti cbe una linea a doppia curvatura, tracciata in uno spazio a i dimen- 
sioni, può sempre considerarsi come un'elica cilindrica di questo spazio , poiché 
le tangenti e le normali principali sono perpendicolari a una retta fissa , cioè 
alla normale allo spazio della linea ; le trinormaii sono invece parallele a que- 
sta retta. 

Consideriamo una linea L, le cui normali principali sono inclinate di un an- 
golo costante a una retta ; in ogni punto di L conduciamo lo spazio rettificante. 
Questi inviluppano uno spazio curvo detto spazio curvo rettificante di L; le nor- 
mali principali di L sono parallele alle trinormaii della linea di regresso L, di 
tale spazio curvo, e quindi la L, , avendo le trinorm'^ii inclinute a una retta fissa 
'di un angolo costante, è un'elica. 

Dunque « le linee, le cui normali principali sono inclinale a una retta fissa 
di un angolo costante, sono tulle e sole le geodetiche dello spazio curvo invi- 
luppato dagli spazi osculatori di un'elica cilindrica u. 

Sia Lg una linea, le cui binormali principali sono inclinate a una retta fissa 
d'un angolo costante ; considerando una linea L traiettoria ortogonale degli spazi 
osculatori di Lg, lo normali principali di L, essendo parallele alle binormali prin- 
cipali di Lg , sono inclinate a una retta di un angolo costante. 

Dunque a le linee , le cut binormali principali sono inclinale a una rctla 
fitta di un angolo costante, sono tulli e eoli i luoghi dei centri delle sfere a tre 
dimensioTti oscul^ilrici alfe geodetiche dello spazio curvo, fnvlliippafo dogli spazi 
otcBlatort di un'elica cilindrica ». 

Parma, aprile 1890. 
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SULLE SUCCESSIONI 



ALBERTO LA MAESTRA 

Studènte di 2.* anno aU'Vnivmità di Mesiiaa. 



Hi propongo di mostrare che le proprietà dimostrate per le successioni nel 
caso che queste siano rappresentabili in un segmento di retta , si verificano per 
Ogni successione sia questa rappresentabile o no in un segmento di retta. In 
altri termini che u una successione qualunque è sempre scomponibile in un 
numero finito o ini^nffo di successioni cfte (ericiano rtspedtvanienle ad un 
limile >. 

Una successione 0^,0^, . . . ,a„, sempre crescente con n , che tende ad un 
limite finito a , è sempre scomponibile in un numero infinito di successioni che 
tendono allo stesso limite a. 

Difatti , se a„ tende ad a Qnito , vuol dire che col crescere di n , a„ si con- 
serra inferiore ad un certo numero N e che fissato e positivo ed arbitrariamente 
piccolo, si può determinare un certo valore v dell'indice n tale che si abbia : 

!a,.-o|<E (1) 

per n'>v. Immaginiamo che v sia il piii piccolo valore dell'indice n, pel quHle 
si verifica la condizione (I). 

Formiamo ora una successione &, , b, , tj . . . . tale che b, , b, , bj , . ■ . ap- 
partengano ad a, , 0, , flj , . . . e conservino lo stesso posto che avevano in questa. 

La successione b, , b, , b, , . . . tenderà ad un limite finito , perchè col crc' 
Bcere di n , 6, si mantiene inferiore ad N : sia b questo limite - rosta a dimo- 
strare che 6 = 0. 

TOL. XXVIII. 31 
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pcraoy, ne esisterfi nccessarmmcnte di quelli inferiori; e se non esiste uno in- 
feriore arf (1, , ne esisterà necessariamente superiori. Infatti, supponiamo che non 
esistano nella secondi) elasse numeri che superano a^ , allora i numeri della se- 
conda classe sono inferiori od uguali ad a^. Ma noi non abbiamo supposto che a 
partire da un certo valore la variabile si mantenga costante, liunquc, troveremo 
necessariamente nella seconda classe un numero a^, che sari inferiore nd a„. Ora 
ripetiamo per a^ lo stesso ragionamento che abbiamo fatto per a^; troveremo un 
cerio numero a^ che segue a^ e. inferiore ad esso; lo stesso facciamo per o. 
e cosi via- 

Si può dunque , nel caso che non esistano nella 2' classe numeri che su- 
perano a, , slaccare dalla (1) una succcisiono infinita di numeri sempre decre- 
scenti e che perciò tende ad un limite. Similmente sì potrebbe provare die quando 
nella 3' classe non esistono numeri inferiori ad a^, si potrà staccare dulia (1) 
una successione inDnita di numeri sempre crescenti e che quindi tende ad un 
limite. Possiamo concludere adunqne che una successione come la (1) si può 
scomporre in altre che tendono rispettivamente ad un limite. Il numero di queste 
successioni può essere finito o infinito secondo la natura della successione. 

I termini della successione (I) si succedono secondo una legge che si scorgo 
dalla consideraziono di un numero finito di termini ; può immaginarsi del resto 
complicata quanto si vuole , vuol dire che si scorgerà considerando un numero 
grandissimo degli stessi termini della successione. 

Se i termini della (I) si seguono secondo una legge, per la quale scritti un 
certo numero di termini si potrà proseguire a scriverne fintanto che si vuole , 
vuol dire che ad a, seguirà sempre un numero maggiore o minore di esso della 
sua stessa forma : cioè se a^ è della forma 

1 1 I 

« + :r + r- + ■ • • + ^ • 



fra i numeri che seguono a^ maggiori o minori di esso ce no saranno che si po- 
tranno mettere sotto la forma 

1 1 1 

Ora clic abbiamo visto che una successione qualunque n, . a, . a, . . . può 
sempre scomporsi in un numero finito o infinito di successioni che tendono rispet- 
tivamente ad un limite , conveniamo di considerare come termini di una stessa 
successione parziale quelli ctie hanno la stessa forma e la stessa parte intera 
quando e' k. 
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SUI COMPLESSI ASSOCIATI 

AD OGNI TRASFORMAZIONE 61RAZI0NALE DELLO SPAZIO 

PIL 

Dott. MARINO PANNELLI. 



Si supponga di avere due spazi £ e £' Tra i punti dei quali abbia luogo una 
corrìspondeoKa birazionale. Ad ogni punto X di £ corrisponde un punto X' di 
r e quindi la retta r' che lo congiunge a questo punto. Tutte le rette r gene- 
raao un complesso r*. Un altro complessa r, alTatto analogo al precedente, è 
formalo dalle rette r che uniscono i punti X' di £' ai punti corrispondenti X di 
l. Questi due complessi, di cui qui saranno studiato lo proprietà principali si dì 
ranno aieociati alla trasformazione birazionale dello spazio che ha dato loro 
origine. 

1. Si fa l'ipotesi che il sistema omaloidico delle superficie di uno spazio cor- 
rispondenti ai piani dell'altro sia quello stesso che ha studiato il sig. Noethcr 
nella sua Memoria « Sulle cune multiple di superficie algebriche » e si adottano 
ancora le medesime notazioni. Quindi si dicono n ed n' gli ordini delle superficie 
? e 9' di S e di r corrispondenti ai piani u' ed u di £' e di £ rispettivamente; 
epperò n ed n' rappresentano anche gli ordini delle curve C e C di £ e di £' cor- 
rispondenti alle rette R' ed B di £' e di £ rispettivamente. Ogni curva fondamen - 
tale C, di Sf, d'ordine m; e di rango r^ , è {-pia per ogni superficie 7; possiede 
tij, punti doppi efl'ettivi ed incontra in k^^ punti un'altra curva fondamentale C^ 
(t >j) Inoltre ogni punto fondamentale P^ di £ , t - pio per ogni superficie 9, è 
multiplo secondo j,i per ogni curva fondamentale Cf. In fine il cono osculatore io 
un punto P, non è fisso né in tutto né In parte per tutte le 7. Gli elementi fon- 
damentali di 1' s'indicano con gli stessi simboli con l'aggiunta d'un apice. 

Le suiierllcie f debbono formare un sistema lineare triplamente infinito , e 
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e per i gradi di molti pi lei t& R| e RV delle medesime curve nei punti fondamcn- 
lali P, e P'i- : 

(?) R, = t» - £ i»i„ R',, = r - S t" iVf 

rispetti ramente. 

Ogni curva C s'appoggia ad ogni curva Tondamentale C^ in 

(8) Qi = 2i [(n-0 m, - *- ir,] - S h»ft^( - S i (?;-i) fcy - 2 2i (l - 1) j,, 



punti, dove è h <i e i> i. Una formola analoga dà il numero QV dei punti d'ap- 
poggio d'ogni curva C con ogni curva fondamentale CV- 

Inflnc si rapp resente rfl con A ogni punto unito della trasformazione birazìo- 
nale fra ì due spazi £ e £'; e in seguito sarà calcolata il numero dei punti A. 

2. Sin S una retta qualunque dello spazio. Al fascio (S) di piani che ha per 
nsse questa retta, considerato come appartenente a £', corrisponde in £ un fascio 
proiettivo (G) di superficie ? dell'ordine n; e questi due fasci generano una su- 
perficie K dell'ordine n+ I. Ad ogni punto X di questa superficie, riguardato 
come punto della superfìcie ? del fascio (C) da esso detcrminata, corrisponde un 
punto X' situato sul piano del fascio (S) che passa per X. Quindi il raggio r' che 
nel complesso P' corrisponde al punto X, s'appoggia alla retta S. Dunque: 

I. (c Ad o^ni retta dello spazio corrisponde una superfìcie K dell'ordine 
I n f 1, luogo (li un punto X di £ il cui r<ig<jio corrispondente nel complesso 

r' s'appoggia a quella retta >. 

II. ■ Le superficie K formano un sistema quadruplamente infinito al pari 

1 delle retate che le danno, e ciascuna di esse passa per la retta cui corrisponde, 
( possiede ogni punto unito A come punto semplice, ogni punto fondamentale P, 
( come punto multiplo secondo t ed ogni curva fondamentale 0, come curva mul- 
I (ipla secondo t n, 

In modo analogo, oppure cercando la superficie K' di £' che corrisponde ad 
una superficie K di £, si ha: 

HI. u Ad ogni retta dello spazio corrisponde una superficie K' dell'ordine 
• n'+ 1, luogo di un punto X' di £', che corrisponde ad un punto X dì £ di cui 
< il raggio corrispondente nel complesso r' s'appoggia a quella retta » 

IV. f Le superficie R' formano un sistema quadruplamente infinito al pari 
I delle rette che lo danno, e ciascuna di esse passa per la retta cui corrisponde, 
I possiede ogni punto unito A come punto semplice , ogni punto fondamentale 
( P'f come punto multiplo secondo l' ed ogni curva fondamentale CV come curva 
■ multipla secondo i' >. 
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punti, per /i <i,i>i, e questa formoln per la (8), diventa 

Dunque : 

I[. « Ogni curva k passa sRraplicemcnle per ciascuno dei punti uniti A, pos. 
i siede ogni punto fondamentale P| come punto multiplo secondo H, e si appoggia 
( ad ogni curva fondumentale C^ in Q,-f 2i»t^ punti u. 

In modo analogo, Dp,--urc cercando ta curva k' di £' clie corrisponde ad una 
cuna ft di £ sì trova : 

III. a Ad ogni coppia dì rette sghembe corrisponde una curva A:' dell'ordine 
in + 2ti' + l, luogo dì un punto X' di V, che corrisponde ad un punto X di I, 
n il cui raggio corrispondente nel complesso P' s' appoggia a ciascuna dolle due 
« rette date ». 

IV. fl Ogni curva k' passa semplicemente per ciascuno dei punti uniti A, 
d possiede ogni punto fondamentale P',. come punto multiplo secondo HV e s'ap- 
ri pnggìa ad ogni curva fondamentale Cf in (ì\. + 2i'm'f punti ». 

4. Sia W un piano qualunque dello spazio A questo piano, considerato come 
appartenente a £', corrisponde in L una superficie 9 dell'ordine Tt, la quale to in- 
contra secondo una curva f dello stesso ordino n. Ad un punto X di f, considerato 
come appartenente a 7, corrisponde un punto X' del piano W, epperò su questo 
piano giace ancora il raggio del complesso r' che corrisponde a quel punto X. 
Dunque : 

I. n Sopra un piano qualunque dello spazio giace una curva /* dell'ordine n, 

< luogo di un punto X di £ il cui raggio corrispondente nel complesso T è situato 
a su quel |)iano. Questa curva è l'ititcrsezione del piano medesimo con la superd- 
t eie 9 che gli corrisponde in 1, considerato come appartenente a £', cppcrò pos- 
ti siede mj punti multipli secondo i sopra ogni curva fondamentale Cj ». 

In modo analogo, oppure cercando la cuiva f di ì.' che corrsponde ad una 
curva f di £, si trova: 

II. « Sopra un pianu qualunque dello spazio giace una curva /" dell'ordine 

< »', luogo di un punto X' eli V, die corrisponde ad un punto X di £, di cui 

il raggio corrispondente nel complesso r' è situato su quel piano. Questa curva 
d è l'intersezione del piano medesimo con la superficie cf' die gli corrispondo in 
t V, considerato come appartenente a £, epperò possiede niV punti multipli se- 

1 conoo i' sopra ogni curva fondamentale C^ ». 

Siano S, ed S, due rette uscenti da uno stesso punto M. Le loro superllcìo 
corrispondenti K, e K, hanno in comune la curva f situata sul piano delle due 
rette. Quindi s'intersecano ultcriormento secondo una curva h dell'ordine 

(11' + ^ Il + \) - n = n + n' + \ , 
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Il r.'i^gio r' Jcl complesso r' corrispondente ad un punto X di £ è la reltn 
clic unisce X al punto X' di 1' che corrisponde ad X. Ora se questo punto X per- 
corre I» retta i', il punto corrispondente X' descrive una curva C, che si appoggia 
ad 1-' in un punto. In gencnilc, ad una retta qualunriuc di £ non si appoggia la 
curva C che le corrisponde in £'; ma se ciò accado, quella retta appartiene al 
compleEso 1". InFcitti, il punto d'appoggio X', consideralo come appartenente a C, 
corrisponde ad un punto X della retta. Dunque: 

II. I 11 cumplesso r' è formato dalle rette di £, che si appoggiano alle 
« curve corrispondenti C di 2' ». 

V'è un numero doppiamente inflnito di rette di £, ciascuna delle quali s'ap- 
poggia in due punti alla curva C che le corrisponde in X', opperò devo essere 
contata due volte come raggio del complesso f. Ctiiamando doppia una siiratta 
retta, si ba: 

IH. n II complesso I'' possiede una congruenza A' dì rette doppie r. 

Dicesi ordine di una congruenza il numero do' suoi raggi situati in un piano 
qualunque ; classe, il numero de' suoi raggi uscenti da un punto qualunque. Ora 
è evidente che ogni retta doppia del complesso r' posta in un piano dato W , è 
una tangente doppia dell'inviluppo di V situato su questo stesso piano ; e inoltre, 
die ogni retta doppia del complesso i" uscente da un punto dato M , è una ge- 
oeratric^ doppia del cono di r' clic ha il vertice in questo stesso punto. Dunque: 
IV. « L'ordine della congruenza A' è dato dal numero delle tangenti dop- 
I pie dell'inviluppo formato dai raggi del complessoT' situati in uno stesso piano; 
t la classe, è data dal numero delle generatrici doppie dei cono formato dai raggi 
1 del complesso i" uscenti da uno stesso punto ». 

Ad un punto unito A considerato come appartenente a £ , corrisponde in £' 
BÒ stesso, epperò gli corrisponde nel complesso r' ogni retta che passi per esso. 
Iiiollre la curva h, o h', corrispondente ad un punto qualunque M , passa sem- 
plicemente per A (4 , III o IV) ; quindi il cono del complesso r' che ha il vertice 
in H, possiede la retta MA come generatrice semplice. Ha per il punto A passa 
un numero semplicemente inflnito di rette , di cui ciascuna si appoggia, in un 
punto diverso da A, alla curva C che le corrisponde in 1', epperò è un raggio 
doppio di r'. Dunque : 

T. ( I raggi della stella che ha il centro in un punto unito, sono raggi scm- 
I plici del complesso ■" , eccettuato le generatrici dj un cono determinato , le 
« quali sono raggi doppi >. 

Dicesi punto angolare d'una congruenza un punto per il quale passa un nu- 
mero semplicemente inflnito di raggi della congruenza medesima. Quindi, per ciò 
che precede, si ha : 

TI. n Ogni punto unito è un punto singolare della congruenza A' ». 

Ad un punto fondamentale P{ di £ corrisponde in £' una superficie fonda- 
mentale dell'ordine Ut ed ogni retta che unisca P, ad un punto di questa super- 
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flcin, è evidentemente un raggio del complesso r', [noltrc la curva h corrispmi' 
dento ad un punto qualunque SI, possiede in P( un punto miltìplo secondo R, 
(4, HI) ; quindi il cono del complesso r' che ha il vertice in H, possiede la reiu 
MP, come generatrice multipla secondo R(. Ma per il punto P, passa un numero 
semplicemente infinito di rette, di cui ciascuna si appoggia in un punto alla curta 
che lo corrisponde in I', epperò è un raggio di r' multiplo secondo Rj-hl. Dunque: 
TU. « I raggi della stella che ha il centro in un punto fondamentale P, , 
a sono raggi multipli secondo R, per il complesso r', eccettuate le generatrici di 
(t un cono detcrminato, le quali sono raggi multipli secondo Rj + I ». 

Vili. « Ogni punto fondamentale Pj è un punto singolare della congruenza ^' i. 

Un punto fondamentale PV di £' corrisponde nd una superficie fondamentale 
di £, d*ordine H'f , tale che ad ogni punto di questa superQcie corrisponde in 
L' il punto P',. , e quindi la retta che unisce quel punto a questo è un raggio del 
complesso r'. Si vede poi come nel caso precedente die una retta qualunque con- 
dotta per il punto PV h un raggio di r' multiplo secondo ll'c e che per lo stesso 
punto passa un numero semplicementu infinito di rette multiple per r' seconilo 
R'i' + 1. Dunque : 

IX. I I raggi della stella che ha il centro in un punto fondamentale PV , 
R sono raggi multipli secondo R'f per il complesso r', eccettuate le generatrici 
■ di un cono determinato, le quali sono raggi multipli secondo RV ■(- 1 ». 

X. a Ogni punto fondamentale P'|. è un punto singolare della congruenza A' t. 
Fra due stelle, una di centro P, e l'altra di centro P',-. ^'^ una notcTole dif- 

fercnia. Ogni raggio della prima stella corrisponde nel complesso i" al centro 
della stella stessa, in modo che a questo centro non corrisponde nel complesso 
un sol raggio , ma corrispondono infiniti raggi , e precisamente tutti quelli della 
stella. Invece un raggio qualunque della seconda stella non è in generale il raggio 
del complesso r che corrisponde al centro di questa stella , ma è il raggio del 
complesso che corrisponde a ciascuno degli R',, punti nei quali esso incontra la 
superficie fondamentale di £ corrispondente a] punto PV- 

Ad un punto J d'una curva fondamentale Cj corrisponde in 2' una curva ra- 
zionale d'ordine i, che non passa per J, ed ogni retta che unisco J ad un punto 
di questa curva è un raggio del complesso r'. Dunque : 

XI. <( Il cono del complesso >' avente il vertice in un punto di una curva 
fl fondamentale C^ si spezza in due coni, uno dei quali razionale e d'ordine i , è 
Il quello che da quel punto proietta la curva d'ordine i corrispondente in £' ni 
u punto stesso v- 

Un punto J' d'una curva fondamentale CV corrisponde ad una curva razionale 
d'ordine i' di £ , in modo che ogni retta che unisce un punto qualunque di questa 
curva a j' é un raggio del complesso r'. Dunque : 

XII. « Il cono del complesso i'' avente il vertice in un punto di una curva 
1 fondamentale CV . si spezza in due coni, uno dei quali razionale e d'ordine i", 
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I 6 (lucilo che da quel punto proietti! In curva, d'ordine i' corrispondente in S al 
t punto stesso ». 

Qui s'intendano ripetute ossertaiioni analoghe a quelle fatte in seguito al 
teorema X. 

Ogni curva Tondamentale C',. , considerata come appartenente a £, ha per cor- 
rispondente in £' una curva C'V e i punti delle due curve si corrispondano uno 
a uno; quindi : 

XIII. « Il complesso C contiene la superficie rigata generata dalle rette 
■ che uniscono ì punti d'ogni curva fondamentale CV ai punti corrispondenti della 
I curva C/' che nello spailo £' corrispondo alla curva C^ considerata come ap- 
f partenento a S >■ 

G. Dal ragionamento fatto per dimostrare il teorema II del numero prece- 
dente segue : 

I. 11 complesso r' è rappresentabile sullo spailo S ». 
Inoltre dagli altri teoremi dello stesso numero £ facile dedurre : 

II. e Gli elementi fondamentali di I sono i punti uniti A , ì punti fonda- 
I mentali P| e le curve fondamentali C;. Nel complesso r' non si hanno elementi 
t fondamentali ■. 

7. Ad una superficie F d'oriJine N dello spazio £, per la quale ogni curva fon- 
damentale Ci aia multipla secondo ìf ed ogni punto fondamentale Pf sìa multiplo 
secondo p, , corrisponde nello spazio V una superficie ¥' dell'ordine 

N'=Nii'-£p,R,-EI,Qi. 
i 1 

I punti delie due superQcie F ed F' si corrispondono uno a uno e la cod- 
gruenza generata dalle rette cho uniscono i punti corrispondenti è la congruenza 
del complesso l" che corrisponde alla superficie data F. 

Ora l'inviluppo dei raggi del complesso r' situati in un piano è generato dalle 
retto cho uniscono i punti corrispondenti delle due curve f ed f che giacciono 
EU questo piano (S). Quindi l'ordine y dell'anzidetta congruenza è dato dal numero 
dei punti d'incontro variabili della superficie F, o F', con la curva f, o f, epperò is 

T = Nrt-2m(iIj. 

Inoltre il cono dei raggi del complesso r' che ha il vortice in un punto dato. 
È il cono che da questo punto proietta la curva corrispondente h, o h' (S). 

(Juindi la classe 5 della congruenza medesima è data dal numero del punti 
d'incontro variabili della superQcie F, o F', con la curva ti, o h', epperò ò : 
5 = N(n+n' + 1)-Lp,R,-lI,(Q( + im,) 

ossia 

S = -r + N + N'. 
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Dunque : 

I. le Ad una siipcrDcic F <li l, d'ordine N, per I» r|[i>ile o;;;n) curva Toniln- 
R inentiilc C, si» mullipla secondo I,- ed ogni punto Tondii mentale P, sia mulllplo 
a secondo pf corrisponde nel complesso r' una congruenza dell'ordine 

Y = Ntt - £ iiijt Ij 

K e della classe 

S = 7 + N + N' , 
R dove 

a k l'oriline della superOcie P' di £' corrispondente alla superQcie F data in l >. 
In particolare: 

II. ( Lo congruenze di l" corrispondenti ai pinni di £ appartengono ftil un 
a sistema lineare triplnmente infinito e sono dell'ordine n e della classe n-t-n'+l >. 

Ad una curva Q dì £, d'ordine H, la quale si appoggi in q^ punti ad ogni 
curva fondamentale C^ e possegga un punto multiplo secondo L^ in ogni punto 
fomlamentalc Pj , corrisponde in £' una curva G' dell'ordine 

M' = Mn-2iLj-i:)"q'(. 

I punti delle due curve G e G' si corrispondono uno a uno, e la superficie 
rigata generata dalle rette che uniscono i punti corrispondenti ò tn superficie del 
complesso i" che corrisponde alla curva data 0. 

II grado di questa superficie è dato dal numero dei punti d'incontro variabili 
della curva G, o G', con la superficie K, o K', corrispondente ad una rctla (!); 
opperò è : 

M(in- 1)-LÌL, -1:ì7ì = M + M'. 

Dunque : 

III. < Ali una curva G di £, d'ordine M, la quale. si appoggi in 9^ punii ad 
a ogni curva fondamentdie Cj e j.osscgga un punto multiplo secondo Lf in oj;nì 
a punto fondamentale P, , corrisponde nel complesso r' una superficie rigata del 
« grado 

H^H' 
» dove 

M'- TSn- IL 11,-1. igi 

■ è l'ordine della curva G' di I' corrispondente alla curva G data in £ >> 
In particolare : 

IV. I Le superficie rigate di ■' corrispondenti alle rette di £ sono del 
a grado i( + I n . 
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T. I A<1 ogni retta di Z die passi per un punto fondamenliilc Pj corrì- 
■ sponde in r' una superficie rigata del grado n + 1 - I ; e ad ogni retta di £ 
K cl>e si nppoggi in un punto ad una curva fondamentale C^ , corrisponde in i ' 
« una superficie rigata del grado n -i- 1 - t ». 

8. Secondo i teoremi 1 e III del numero I , ad ogni retta dello spazio cor- 
rispondono due superficie, R e K', i cui punti si corrispondono uno ad uno ed in 
modo clic le rette clic uniscono i punti corrispondenti sono i raggi del complesso 
r' che si appoggiano alla retta data. Quindi: 

I. tr L'intersezione del complesso i ' con un complesso speciale è la con- 
K gruenia formata dalle rette die uniscono i punti corrispondenti delle due su- 
« perflcie K e K', che corrispondono all'asse del dato complesso speciale >. 

II. i Alle congruenze, intersezioni del complesso r' con j complessi speciali, 
a corrispondono in £ le superfìcie R i. 

II complesso i" e un complesso lineare qualsiasi hanno in comune una con 
grucnia, alla quale corrisponde in £ una su|)erflcie, di cui l'ordine è dato da] 
numero delle rette comuni al complesso lineare a alla superfìcie rigala corrispon 
dente in i" al una retta data in £. Quindi tenendo presenti i due ultimi teoremi 
del numero precedente, è facile concludere : 

III « Alle congruenze, intersezioni del complesso r' con j complessi lineari 
I corrispondono in Z superfìcie L , dì un sistema lineare cinque volte inflnilo 
« dell'ordine n-f I, che passano semplicemente per i punti uniti A , posseggono 
• ogni punto fondamentale ?i come punto multiplo secondo i ed ogni curva fon- 
a damentale C^ come curva multipla secondo i >. 

Ogni superficie h viene quindi ad essere sottoposta al numero di condizioni 
dato dalla formola 

^ii{i + l){[3(n+l)-2i-f5]m,-|(?t+1)r,} + 2]il(l+l)(H2) 

ii-. il 

la quale, in virtù della (1), si può scrivere cosi: 

Un + 1)(n + ?)(n + 3) - 4 -hn + n' + 2 + - 2i(i -l- l)m,. 
Ora dalle prime delle formule (4) e (C) si deduce facilmente 

.li:.(, + ,)».,=P-n'+'i<2ÌÌ-,, 

il * 

c con ciò la formula prccedenlo diventa quest'altra , 



d=y Google 



)C 236 )( 

nella quale il primo termine rappresenta, come è noto, il numero delle conditioni 
necessarie per determinare una superllcie L dell'ordine n+ I. 

Se è p = 0, la formula ottenuta dà una riconferma del fatto, enunciato nel 
teorema precedente, che le superficie L formano un sistema cinque volte infinito. 
Se è p > 0, la stessa formula permette dì concludere che delle condieionì ulle 
quali vengono a sodisfare le superficie L col passare per i punti uniti A , per i 
punti fondamentali P, e per 16 curve fondamentali C^ , alcune e precisamente un 
numero p , sono conseguenza delle altre (*). 

Il complesso r' e due complessi lineari qualsivogliano hanno in comune una 
superficie rigata, che è la superficie generata dalle rette di r' che si appo^igiano 
alle direttrici della congruenza determinata dai due dati complessi lineari. Quin- 
di (3,1): 

IV. I Alle superficie rigate, intersezioni del complesso r* con le congruenze 
a lineari, corrispondono in £ le curve k n. 

Infine il complesso r' e tre complessi lineari qualsivogliano hanno in comune 
2Cn + ?»') raggi, ai quali corrisponilono in 2 i punti d'incontro variabili di tre su- 
perficie L. Dunque tre superficie qualsivogliano L debbono incontrarsi in 5{ii+n') 
ponti non fondamentali. E cosi accade realmente. Infatti , per il precedente teo- 
rema III, il numero dei punti d'incontro di tre superficie L assorbito dagli cle- 
menti fondamentali è dato dalla formula 

2 (M 1 3 (n + 1 ) - 2t ] mj - ir; I + 2 l» + n -f n' + 2 

- 2 i» (3i - i) fcy - 2 i' (31 - ti)Jit , 

la quale, in virtù della (2), può scriversi cosi 

n» - i + n + K' -f 2 + 3 2 i» Ali , 

e questa, tenendo presente la prima delle formule (6), diventa 
(n + l)»-2(n-)-?i'). 

Quindi poiché le superfìcie L sono dell'ordine n+ I, resta provato quanto si vo- 
leva. Dunque : 

V. Ai 2(n + n'j raggi comuni al complesso r' e a (re complessi lineari 

« corrispondono in 2 i 2(n+n') punti non fondamentali comuni a tre superfìcie L i- 

9. Il complesso r gode di proprietà afflitto analoghe a quelle possedute dal 

complesso r' e studiate in ciò che precede , quindi è inutile intrattenersi sopra 

di esse. 

Teramo, Aprile 1888. 



(*) Queste p condìsioni sono dovute a posizioni particolari dei punti naiti A. 



d=y Google 






d=, Google 



'S- 193 


!.. m 


■ m 


ti 


• ;I9 


■ m 


• ni 


aie 


■ 3iS 



ìennaro 



2,S0 
3,S0 

16,00 
CSC 



d=, Google 



d=, Google 



)( 252 X 

ficifi, È evidentemente un raggio del complesso r'. Inoltre la curva h corrispou* 
dente ad un punto qualunque M, possiede in P, un punto m litiplo secondo R, 
(l , HI) ; quindi il cono del complesso i ' che ha il vertice in H, possiede la retta 
ìi?i come generatrice [Multipla secondo Rf Ma per il punlo P/ passa un numero 
semplicemente inCinito di rette, di cui ciascuna si appoggia in un punto alla curva 
che le corrisponde in £'. epperò è un raggio di r' multiplo secondo Rj-l-1. Dunque: 
VII. « I raggi della stella che ha il centro in un punto fondamentale P, , 
B sono raggi multipli secondo R, per il complesso r', eccettuate le generatrici di 
t un cono detcrminato, le quali sono raggi multipli secondo R| + 1 ». 

Vili. « Ogni punto fondamentale Pj è un punto singolare della congruenza d' •. 

Un punto fondamentale P^ dì 1' corrisponde ad una superOcie fondamentale 
di S, d'ordine RV > tale che ad ogni punto di questa superQcie corrisponde in 
£' il punto P'i' , e quindi la retta che unisce quel punto a questo è un raggio del 
complesso r'. Si vede poi come nel caso precedente che una retta qualunque con- 
dotta per il punto PV è un raggio di r' multiplo secondo R'|. , e che per lo stesso 
punto passa un numero semplicemente inQnito di rette multiple per r' secondo 
B'f + 1. Dunque : 

I\. I raggi della stella che ha il centro in un punto fondamentale PV > 
R sono raggi multipli secondo RV per il complesso r' , eccettuate le generatrici 
a di un cono determinato, le quali sono raggi multipli secondo RV ~^ * '■ 

X. ' Ogni punto fondamentale PV ^ i" punto singolare della congruenza 1' n. 
Fra due stelle, una di centro P, e l'altra di centro P*,. , v'è una notevole dif- 
ferenza. Ogni raggio della prima stella corrisponde nel complesso i" al centro 
della stella stessa, in modo che a questo centro non corrisponde nel complesso 
un sol raggio , ma corrispondono infiniti raggi , e precisamente tutti quelli della 
stella. Invece un raggio qualunque della seconda stella non 6 in generale il raggio 
del complesso r' che corrisponde al centro di questa stella , ma è II raggio del 
complesso che corrisponde a ciascuno degli RV punti nei quali esso incontra la 
superGoie fondamentale di £ corrispondente al punto PV- 

Ad un punto J d'una curva fondamentale C, corrisponde in £' una curva ra- 
zionale d'ordine t, che non passa per J, ed ogni retta che unisce J ad un punto 
di questa curva 6 un raggio del complesso r'. Dunque : 

XI. u II cono del complesso i' avente il vertice in un punto di una curva 
n fondamentale C^ si spezza in due coni, uno dei quali razionale e d'ordine i , è 
« quello che da quel punto proietta la curva d'ordine t corrispondente in £' al 
13. punto stesso n. 

Un punto J' d'una curva fondamentale CV corrisponde ad una curva razionale 
d'ordine i' di S , in modo che ogni retta che unisce un punto qualunque di questa 
curva a J' é un raggio del complesso i". Dunque : 

XII. a II cono del complesso r' avente il vertice in un punto di una curva 
n fondamentale C',' , si spezza in due coni, uno dei quali razionale e d'ordine t', 
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■ è quello che da quel punto proietti) In curva, d'ordine t' corrispondente in S r1 
f punto stesso ». 

Qui s'intendano ripetute osservazioni analoghe a quelle fatte in seguito al 
teorema X. 

Ogni curva fondamentale C^ , considerata come appartenente a S, ha per cor- 
rispondente in 1' una curva G'V e ì punti delle due curve si corrispondano uno 
a uno ; quindi : 

XIII. « Il complesso C' contiene la superOcie rigata generata dalle rette 
« che uniscono i punti d'ogni curva fondamentale C'f< ai punti corrispondenti della 
f curva Cj-" che nello spazio 1' corrispondo alla curva CV considerata come ap- 
I partenente a £ >, 

6- Da) ragionamento fatto per dimostrare il teorema II del numero prece- 
dente segue : 

I. « Il complesso r' è rappresentabile sullo spazio £ ». 

Inoltre dagli altri teoremi dello stesso numero è facile dedurre : 
ti. a Gli elementi fondamentali di £ sono i punti uniti A , i punti fonda- 
> mentali Pi e le curve fondamentali C,-. Nel complesso r' non si banno elementi 
R fondamentali g. 

7. Ad una superficie P d'ordine N dello spazio 1, per la quale ogni curva fon- 
damentale Cj sia multipla secondo I^ ed ogni punto fondamentale P/ sia multiplo 
secondo pi, corrisponde nello spazio V una superficie F' dell'ordine 

N'=Nn'~ì:p,R,-i:i,Qi. 

I punti delle due superficie F ed F' si corrispondono uno a uno e la con- 
gruenza generata dalle rotte che uniscono ì punti corrispondenti è la congruenta 
del complesso l" che corrisponde alla superficie data F. 

Ora l'inviluppo dei raggi del complesso r' situati in un piano è generato dalle 
rette che uniscono i punti corrispondenti delle due curve f ed f che giacciono 
su questo piano (S). Quindi l'ordine y dell'anzidetta congruenza è dato dal numero 
dei punti d'incontro variabili della superficie F, o F', con la curva f, o f, opperò è 

Y = Nn - 2 mjilj. 

Inoltre il cono dei raggi del complesso r' che ha il vertice in un punto dato, 
e il cono che da questo punto proietta la curva corrispondente h, o h' (5). 

Quindi la classe S della congruenza medesima è data dal numero dei punti 
d'incontro variabili della superficie F, o F', con la curva /i, o h', epperà ò: 

5 = N (n + n' + 1) - 2 Pi Rj - 2 I,(Q( -i- imt) 



S = Y + N + N'. 
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Dunque : 
I. « Ad una siipcrllcio F <li 1, d'ordine N, per 1« quale ogni curva fonda- 
« montidc C, sia multipla isecondo T^ c<l ogni punto fondamcntal» i'^ si-t multiplo 
a sficondo j>f corrisponde nel complesso \" una congruenza dclforiiinc 

Y = N»» - 2 Hi(i li 
« e della classe 

« = T + N + N' . 
« dove 

« t l'ordine ilella BuperDcie F' di 1' corrispoudente alla superQcie F data in £ i. 
In particolare : 
li. « Le congrucnie di r' corrispondenti al piani di £ appartengono ad un 

sistema lineare triplamente infinito e sono dell'ordine n e della classe n+n'+l >. 

Ad una curva G di £, d'ordine M, la quale si appoggi in Qi punti ad ogni 
curva fondamentale C^ e possegga un punto multiplo secondo L^ in ogni punto 
Tomlumentale Pj , corrisponde in V una curva G' dell'ordine 

M' = Sln-SIL,-i:tqi(. 

I punti delle due curve G e G' si corrispondono uno a uno, e la superDcie 
rigata generata dalle rette che uniscono ì punti corrispondenti è la superficie del 
complesso i' che corrisponde alla curva data 6. 

II grado di questa superficie è dato dal numnro dei punti d'incontro variabili 
della curva G, o G', con la superficie K, o K', corrispondente ad una retta (2); 
epperà è : 

M(ii + Ì)~ZtLi-Liqt = ÌÌ + K\ 

Dunque : 

III. • Ad una curva 6 di £, d'ordine M, la qualc.si appoggi in q^ punii ad 

1 ogni curva fondamentdle C^ e | ossegga un punto multiplo secondo ì,, in oj:dì 
« punto fondamentale P, , corrisponde nel complesso r' una superficie rigata del 
« grado 

M4H' 
(1 dove 

M'- ÌAn-ZlLi-liqt 

■ è l'ordine della curva G' di 1' corrispondente alla curva 6 data in £ *. 
In particolare : 

IV. n Le superficie rigato di r' corrispondenti alle rette di £ sono del 
a grado n + I a. 
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T. a Atl ogni reità di £ che passi per un punto rondamentnlc P( corri- 

■ spondfì in r' unii superficie rigata del grado n + i - 1; e ad ogni retta di £ 
« cl>e si nppoggi in un punto ad una curva fondamcntafe C^ , corrisponde in i ' 

■ una superficie rigata del grado n + 1 — t ». 

8. Secondo i teoremi I e III del numero t , ad ogni retta dello spazio cor- 
rispondono due superficie, R e K', i cui punti sì corrispondono uno ad uno ed in 
modo die le relte che uniscono i punti corrispondenti sono i raggi del complesso 
r' che si appoggiano alla retta data. Quindi: 

I. a L'intersezione del complesso i ' con un complesso speciale è la ccn- 
a gruenza Tormata dalle rette clie uniscono i punti corrispondenti delle due su- 
fi perDcio K o K', die corrispondono all'asse dal dato complesso speciale i. 

II. « Alle congruente, intersezioni del complesso r' con i complessi speciali, 
« corrispondono in £ le superficie K b. 

]| complesso v e un complesso lineare qualsiasi hanno in comune una con- 
grucnEa, alla quale corrisponde in £ una superficie, di cui l'ordine £ dato dal 
numero delle rette comuni al complesso lineare e alla superficie rigata corrispon- 
dente in 1" a'I una retta data in £. Quindi tenendo presenti i due ultimi teoremi 
del numero precedente, è facile concludere : 

111 « Alle congruenze, inlerscziuui del complesso r' con 1 complessi lineari, 

■ corrispondono in £ superficie L, di un sistema lineare cinque volte infinito, 

• dell'ordine n+\, che passano semplicemente per i punti uniti A , posseggono 

• ogni punto fondamentale Pj come punto multiplo secondo I ed ogni curva fon- 
e danientale C^ come curva multipla secondo i >. 

Ogni superficie L viene quindi ad essere sottoposta al numero di condizioni 
dato dalla formola 

2]^'(»+*)j[Mn+i}-2i+51-^-^(?i+l)r,j + 2^UI+1)(i+?) 

la quale, in virtù della \\), si può scrìvere cosi: 

J(n + l){n + 2){n+3)-4-i-n + »' + 2-i--£t((-|- l)m,. 

Ora dalle prime delle formule (i) e (6) si deduce facilmente 

e con ciò la Tormuln precedente ilivcnU qucNt'iiIlra , 

Un* l)((ii + l)' + 0(»+ l) + ll) + p-5, 
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nella qualfi il primo termine mppresentn, come è noto, il numero delle condizioni 
necessarie per determinare una superOcie L dell'ordine n+ I. 

Se i p = 0, la formula ottenuta dà una riconferma del fatto, enunciato nel 
teorema precedente, che le superficie L formano un sistema cinque volte infinito. 
Se è p > 0, la stessa formula permette di concludere che delle condizioni alle 
quali vengono a sodisfare le superficie L col passare per i punti uniti A , per i 
punti fondam.entali P, e per le curve fondamentali Cf, alcune e precisamente un 
numero p , sono conseguenza delle altre (*). 

Il complesso r' e due complessi lineari qualsivogliano tianno in comune una 
superflcie rigata, che è la superficie generata dalle rette di i" che si appoijgiano 
alle direttrici della congruenza determinata dai due dati complessi lineari. Quin- 
di (3,1): 

IV. a Alle superflcie rigate, intersezioni del complesso r' con le congruenze 
a lineari, corrispondono in £ le curve k r>. 

Infine il complesso r' e tre complessi lineari qualsivogliano hanno in comune 
S(n + »') raggi, ai quali corrispondono in S i punti d'incontro varìiibili di tre su- 
perficie L. Dunque tre superflcie qualsivogliano L debbono incontrarsi in ?()i-|-n'> 
punti non fondamentali. E cosi accade realmente. Infatti , per il precedente teo- 
rema III, il numero dei punti d'incontro di tre superficie L assorbito dagli cle- 
menti fondamentali è dato dalla formula 

£ ìM [ 3 (n + 1 ) - 2t ] «»( - iri } + 2 i' + n + ti' + 2 

- 2 i» (3j - i) fcy - 2 i' (3[ - 2t)i« , 

la quale, in virtìi della (2), può scrìversi cosi 

n' - 1 -t- n + I»' + 2 + 3 2 i* jH( , 

e questa, tenendo presente la prima delle formule (6), diventa 
(n+ l)'-2(n-ni'}. 

Quindi poiché le superficie L sono dell'ordine n+ I, resta provato quanto sì vo- 
leva. Dunque : 

V. s Ai 2(n + n'J raggi comuni al complesso r' e a tre complessi lineari 

« corrispondono in 2 i 2(n+n') punti non fondamentali comuni a tre superficie L v. 

9. II complesso r gode di proprietà affatto analoghe a quelle possedute dal 

complesso r' e studiate in ciò che precede , quindi è inutile intrattenersi sopra 

di esse. 

Teramo , Aprile 1888. 



(*) Queste p condiiioni sono dovute a posizioni particolari dei punti uniti A. 
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flcifi, 6 evidentemente un raggio del complesso r'. [nollre la cnrvii h corrispon- 
dente ad un punto qualunque M , possiede in P, un punto miltipio secondo R, 
(l, HI) ', quindi il cono del complesso ■' che ha il vertice in M, possiede la retta 
MPj come generatrice multipla secondo R,. Ma per il punto P, passa un numero 
semplicemente infinito di rette, di cui ciascuna si appoggia in un punto alla curva 
che lo corrisponde in 1', epperò è un raggio di r' multiplo secondo R,+l. Dunque: 
VII. N I raggi delia stella che ha il centro in un punto fondamentale P( , 
t sona raggi multipli secondo R, per il complesso r', eccettuate le generatrici di 
« un cono determinato, le quali sono raggi multipli secondo Ri + 1 ». 

Vili, n Ogni punto fondamentale Pj è un punto singolare della congruenza A' I. 

Un punto fondamentale PV dì 11' corrisponde ad una superficie fondamentale 
di £, d*ordÌne Wf , tale che ad ogni punto di questa superficie corrisponde in 
Z' il punto P'c , e quindi la retta che unisce quel punto a questo è un raggio del 
complesso r'. Si vede poi come nel caso precedente che una retta qualunque con- 
dotta per il punto PV è un raggio di r' multiplo secondo IV,,, e che per lo stesso 
punto passa un numero semplicemente infinito di rette multiplo per r' secondo 
RV + 1. Dunque : 

IX. I I raggi della stelhi che ha il centro in un punto fon^lamentale P',. , 
n sono raggi multipli secondo R'j* per il complesso r', eccettuate le generatrici 
Il di un cono determinato, le quali sono raggi multipli secondo RV + 1 >. 

X. « Ogni punto fondamentale l'V è un punto singolare della congruenza 1' n. 
Fra due stelle, una di centro f, e l'altra di centro PV, "'è una notevole dif- 
ferenza. Ogni raggio della prima stella corrisponde nel complesso ■" al centro 
della stella stessa, in modo che a questo centro non corrisponde nel complesso 
un sol raggio , ma corrispondono infiniti raggi , e precisamente tutti quelli della 
stella. Invece un raggio qualunque della seconda stella non è in generale il raggio 
del complesso r che corrisponde al centro di questa stella , ma è il raggio del 
complesso che corrisponde a ciascuno degli R',' punti nei quali esso incontra la 
superficie fondamentale di I corrispondente al punto PV- 

Ad un punto J d'una curva fondamentale C^ corrisponde in £' una curva ra- 
zionale d'ordine i, che non passa per J, ed ogni retta che unisce J ad un punto 
di questa curva è un raggio del complesso r'. Dunque : 

XI. i( Il cono del complesso ■' avente il vertice in un punto di una curva 
<i fondamentale C^ si spezza in due coni, uno dei quali razionale e d'ordino t , è 
([ quello che da quel punto proietta la curva d'ordine i corrispondente in £' al 
a punto stesso ». 

Un punto J' d'una curva fondamentale CV corrisponde ad una curva razionale 
d'ordine i' dì X , in modo che ogni retta che unisce un punto qualunque di questa 
curva a J' é un raggio del complesso r'. Dunque : 

XII. n II cono del complesso i'' avente il vertice in un punto di una curva 
K fondamentale CV > si spezza in due coni, uno dei quali razionale e d'ordine t', 
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I è quello che da quel punto proietta In curva, d'ordine i' corrispondente in £ al 

■ punto stesso ». 

Qui s'intendano ripetute osservazioni analoghe a quelle fatte in seguito al 
teorema X. 

Ogni curva fondamentale CV , considerata come appartenente a 1, ba per cor- 
rispondente in £' una curva G'V e i punti delle due curve si corrispondano uno 
a uno ; quindi ; 

XIII. « Il complesso e' contiene la superficie rigata generata dalle rette 
€ che uniscono i punti d'ogni curva fondamentale CV ai punti corrispondenti della 

■ curva Ce" che nello spazio S' corrispondo alla curva CV considerata come ap- 
I partenento a !^ >. 

6. Dal ragionii mento fatto per diinostraro il teorema II del numero prece- 
dente segue : 

I. a II comple.^so r' è rappresentabile sullo spasio £ ». 
Inoltre dagli altri teoremi dello stesso numero è facile dedurre : 

II. a Gli elementi fondamentali di I sono i punti uniti A , ì punti fonda- 

■ montali P, e le curve fondamentali C^. Nel complesso r' non si banno elementi 
fondamentali », 

1. Ad una superficie F d'orJinii N dello spailo S, per la quale ogni curva fon- 
damentale Gj sia multipla secondo ìf ed ogni punto fondamentale Pj sia multiplo 
secondo Pf, corrispondo nello spazio I' una superficie F' dell'ordine 
N' = Nn'-i:p,R,-i:i(Qi. 

1 punti delle due superficie F ed F' si corrispondono uno a uno e la con- 
gruenza generata dalle rette cho uniscono i punti corrispondenti è la congruenta 
del complesso ■" che corrisponde alla superficie data F. 

Ora l'inviluppo dei raggi del complesso r* situati in un piano è generato dalle 
rette elio uniscono i punti corrispondenti delle due curve f ed f che giacciono 
su questo piano (S). Quindi l'ordine y dell'anzidetta congruenza è dato dal numero 
dei punti d'incontro variabili della superficie F, o F', con la curva f, o f, epperò ò 

Y = Nn - 2 mjilj. 
f 

Inoltre il cono dei raggi del complesso r' che ha il vertice in un punto dato. 
è il cono che da questo punto proietta la curva corrispondente h, o k' (5). 

«Quindi la classe S della congruenza medesima è data dal numero dei punti 
d'incontro variabili della superficie F, o F', con la curva h, o h', opperò b : 
5 = N (n + n' + 1) - £ p, R, - E l((Qi + im^) 

ossia 

8 = Y + N + K'. 
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Dunque ; 

I. n Ad lina siipcrncio F tlì S, d'ordine N, per in quale ogni curva fonda- 
« inenliilc C^ sia multipla secondo T, ed ogni punto TondamcntalB 1'^ sin mulllplo 
e secondo ]>f corrisponde nel complesso ■' una congruenza dell'onlìno 

Y = Nft - Iniiiìi 
ì 
« e della classe 

« = T + N + N', 
t dove 

n è l'ordine della superficie F' di 1' corrispondente alla superQcie F data in £ i. 
Tn particolare : 

II. t Lo congruenie di i" corrispondenti ai piani di £ appartengono ail un 
« BÌstcma lineare triplamente infinito e sono dell'ordine n e della classe n+n'+l >. 

Ad una curva Q di £, d'ordine H, la qoale si appoggi in Qì punti ad ogni 
curva fondamentale Cj e possegga un punto multiplo secondo L^ in ogni punto 
rondamentaie P, , corrisponde in £' una curva G' dell'ordine 

W = ìln~-ì.tLi-l.iqi. 

I punti delle due curve G e G' ^i corrispondono uno a uno, e la superfìcie 
ritmata generata dalle rette che uniscono i punti corrispondenti è la siiperilcie del 
complesso i' che corrisponde alla curva data Q. 

II grado di questa superficie è dato dal numero dei punti d'incontro variabili 
della curva 6, o G', con la superficie K, o K', corrispondente ad una rctla (2); 
epperà è : 

M{n + 1) - i: IL, - S i7( = M + M'. 

Dunque : 

III. t Ad una curva G di Z, d'ordine M, la quale, si appoggi in q^ punii ad 
e ogni curva fondamentdie C, e \ osscgga un punto multiplo secondo L, in Oi;ni 
B punto fondamentale P, , corrisponde nel complesso r' una superficie rigata de' 
« grado 

H-t-H' 
II dove 

M'- M»-2(L,~£iq( 

( è l'ordine della curva G' di l' corrispondente alla curva 6 data in 1 ■■ 
In particolare : 

IV. n Le superficie rigato di t' corrispondenti alle rette di £ sono del 
it grado 11+ I B. 
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T. I M ogni retta di S die passi per un punto ronda mentalo P, corri- 
t sponde in r' una superQcie rigata del grado n + i - 1; e ad ogni retta di £ 
a cl'e si nppoggi in un punto ad una curva fondamentale C^ , corrisponde in i ' 
« una superflcie rigata del grado n + I - t ». 

8. Secondo i teoremi I e III del numero 1 , ad ogni retta dello spazio cor- 
rispondono due superficie, R e K', i cui punti si corrispondono uno ad uno ed in 
modo clic le rette clic uniscono i punti corrispondenti sono i raggi del complesso 
r' che sì appoggiano alla retta data- Quindi: 

I. (t L'intersezione del complesso 1' con un complesso speciale è la con- 
ti gruenzn Tormata dalle rette che uniscono i punti corrispondenti delle due su- 
s perQcio K e K', che corrispondono all'asse del dato complesso speciale i. 

II. I Alle congruente, intersezioni del complesso r' con j complessi speciali, 
n corrispondono in £ le supcrRcìe K s. 

11 complesso i" e un complesso lineare qualsiasi hanno in comune una con- 
grucnEa, alla quale corrisponde in Z una superflcie, di cui l'ordine è dato da] 
immcrn delle rette comuni al complesso lineare e alla superflcie rigata corrispon- 
dente in I" ad una retta data in £. Quindi tenendo presenti i due ultimi teoremi 
del numero precedente, è facile concludere : 

IH « Alle congruenze, inlcrsczìuui del complesso r' con i complessi lineari, 

■ corrispondono in L superflcie L» di un sistema lineare cinque volte influito, 

■ dell'ordine n+\, che passano semplicemente per i punti uniti A , posseggono 

■ ogni punto fondamentale P( corno punto multiplo secondo 1 ed ogni curvii fon- 
d damentale C^ come curva multipla secondo t >. 

Ogni superflcie h viene quindi ad essere sottoposta al numero di condiiioni 
dato dalla formola 

2]Ji(i+l)[[3(n+l}-2i+S)m,-|(ìt+1)r,) + 2^I(l+l)(I+?) 

tì: " 

la quale, in virtù della il), s' 1'"^ scrivere cosi: 

l(n + 1Hn + 5)(« + 3) -*+" + »' 1-2+ -Si(i+ ì)m,. 
Ora dalie prime delle formule (4) e (6) si deduco facilmente 

e con ciò la formula prcccdcnto diventa quest'aura , 

j(in-l)I(?l + ))' + C(n+ l)+ll| + p-5, 
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nella quain il primo termine rappresentn, come è noto, il numero delle condiiioni 
necessarie per determinare una superfìcie L dell'ordine n+ !• 

Se è p = 0, la formula ottenuta dà una riconferma del fatto, enunciato nel 
teorema precedente, che le superllde L formano un sistema cinque volte inOnito. 
Se è p > 0, la stessa formula permette di concludere che delle condizioni alle 
quali vengono a sodisfare le superficie L col passare per i punti uniti A , per i 
punti fondamentali P, o per le curve fondamentali C^, alcune e precisann^nte un 
numero p, sono conseguenza delle altre (*). 

II complesso r' e due complessi lineari qualsivo^jliano hanno in comune una 
superfìcie rigata, ctie è la superficie generata dalle rette di r' che si appo^'gìaiio 
alle direttrici della congruenza determinata dai due dati complessi lineari. Quin- 
di (3,1): 

IV. n Alle superficie rigate, intersezioni del complesso r' con le congruenze 
t lineari, corrispondono in £ le curve k b. 

Infine il complesso i' e tre complessi lineari qualsivogliano hanno in comune 
2(n + n') raggi, ai quali corrispondono in £ i punti d'incontro va'riiibili di tre su- 
perficie L. Dunque tre superficie qualsivogliano L debbono incontrarsi in 2{ii|n') 
punti non fondamentali. E cosi accade realmente. Infatti , per il precedente teo- 
rema III, il numero dei punti d'incontro di tre superfìcie L assorbito dagli cle- 
menti fundamentali è dato dalla formula 

S i* 1 [ 3 (n -f 1) - 2i ] m, - tPi 1 + £ i» + n + n' + 2 
■ I 

-li» (3j - 1) fty - £ i» (3 ( - 2Ì)Jì, , 

la quale, in virti^ della (2), pu6 scriversi cosi 

«' - 1 + n + I»' + 2 + 3 £ i» «ij , 

e questa, tenendo presente la prima dello formule (6), diventa 

(n+ l)*-2(n + n'). 

Quindi poiché lo superficie L sono dell'ordino n-f 1, resta provato quanto sì vo- 
leva. Dunque : 

V. a Ai 2(n + n') raggi comuni al complesso r' e a Ire complessi lineari 

« corrispondono in £ i 2(n+n') punti non fondamentali comuni a tre superficie L t. 

9. Il complesso l' gode di proprietà afflitto nnalo^jlic a quelle possedute dal 

complesso r' e studiate in ciò che precede , quindi è inutile intrattenersi sopra 

di esse. 

Teramo , Aprile 1888. 



(*) Queste p condizioni sono dovnte a posizioni particolari dei ponti uniti A. 

Digitjzed oy CtOOQW 
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ESCURSIONI MATEMATICHE DIVERSE 



Oott. ALFONSO DEL RE. 



Sotto il titolo ti Escursioni matcmaliche diverse n io mi propongo di pub- 
hlicare in questo Giomnle due articoli, nei qunli sono raccolte diverse proposizioni, 
in parte dimostrate, in parte enunciate solamente, che io ho incontrato, in diverse 
occasioni, nei miei studii. La maggior parte liflettono la Geometria, e sono trattate 
ora con metodo sintetico, ora con metodo anaiitico. ora con metodo misto. 



Nella teoria dei sistemi polari piani. 
1. Se due Torme ternarie, bilincarì, simmetriche, ed a coefllcicnli reali, 
2 Oft ac, y» = . (1) S 6,» oc^ Vt = <> (2) 

sono legate dalla relaslone intariantiva ^ 

dove a^ is il sub -determinante complementare dell'elemento 0^,^ nel determinante 
laidi (Iella prima forma, una almeno delle coniche a=£/F,^ir(iC|i=0 , p=l(t,ja:,icj=0 
è reale; poiché, se fossero entrambe immaginarie, il triangolo coniugalo comune 
che allori sarebbe certamente reale, potrebbe prendersi per triangolo fondamentale 
delle coordinale, e l'invariante si ridurrebbe alla somma 

1« "m '',. + "ij ",. ''« + «n 0,, K, 
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formata di quantità tutte dello stesso segno , somma che perciò non può essere 
icro. 

Una delle inlcrpetrniioni geometriche della relazione 9 = Tra i due sistemi 
polari rappresentati dalle (1) e (2) b (*} elio trasformando con la (I) un triangolo 
inscritto in ^ Il centro tli omologia ili quel triangolo e del suo trasrbrmato e un 
plinto di p , o elio trasrormando con la (2) un trilatero circoscritto ad a l'asse 
di omologia di quel trilatero e del suo trasTormato è una tangente di a. 

Il sig. ijmìtii, nel suo interessante artìcolo a On some geomeirical construc- 
liùna (**), fece uso di questa ìnterpeirazione per risolvere parecchi problemi sulle 
coniche; e. fra gli altri, quello molto interessante di costruire la conica armonica 
a cinque coniche date, problema, come si sa, di 1" grado, poiché coincide col 
problema analitica di determinare il sistema delle soluzioni comuni alle ciniiiie 
equazioni lineari indipendenti : 

£ ««<*> 3,„ = {I = I , 2 , .* . , 5) 

ore Oft*'' k il sub' determinante complementare dell'elemento a,t^'' del det. |a,t''' ! 
della forma 

La dimostrazione di quella interpetrazione è però tutta a base analitica (ò 
(]ucllu data da Salinon), e non confacionte ad un lavoro d'indole sintetica (|ualc 
è quello del sig. Smìtb. Come, d'altra parte, io non conosco alcuna dimostrazione 
sintetica della medesima, la quale eviti gli immaginarli sostituendoli con enti reali, 
credo opportuno di darne la seguente la quale risponde allo scopo. Anzi, ciò mi 
dura occasione di dare anchd una dimostrazione sintetica del teorema di Desar- 
gues per una conica reale e per un quadrangolo con due soli vertici reali, di 
moslrazione non ancora data senza la separazione degli immaginariì (•"); ben in- 
teso però die io, volendo evitar questa, sono costretto a sostituire all'enunciato 
ordinario di quel teorema un enunciato equivalente, ma che s'addice meglio allo 
scopo. 



(*) Cfr! Satmon , Conio Sectìons, pag. 271, 
(••) ProceedingB of the London Malli. Society, An. 1876. 
(***) Bi trovano eleganti dimostrazioni di qnesta proposizione pel caio di nn qa»- 
drangolo reale e per una ratta secante o non la conica in pnnti reali nella memoria 
del Segre n Salle coppie dì elementi imaginarii nella Oeom. Proiet. Sìnietica i Atti 
Aoo. di Torino 1886 ; e per tutti gli altri (compreso quelli in cni il quadrangolo de- 
genera, per alcuni dei quali occorre nna dimostrazione a parte) nelle e Lezioni di 
Geometrìa Froietliva u del Prof. Sannia. 
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a = (A . )„, = (a , 1^) , a' = (A' , J„.) = (a' , I^,) 

due triangoli reali o iromaginariì , dei quali A, A' siano i vertici sempre reali; 
J, , V le in*oluiioni rappresentanti gli altri vertici sui lati reali a,n' e 1^ ,J^, quello 

rappresentanti i lati intorno ad A , A'. Si suppongano i due triangoli omologici , 
cioè tali cbe esista un'omologia li per la quale si hanno le corrispondenze 

^^AaJ,j 
A'a'VJv' 

!5ia S il centro ed s l'asse di questa omologia. Vi sarà allora una polarità 
n per la quale si avrà 

O' A' ]„. Ja- 8 

Si ponga aa' = h , AA'~t , 9-)a =t-ÌK-^l,, S-J„ = S-VeìI8; in IT si avranno 
anche le corrispondenze 

sicché, posto, in line, s-Js = J'i < s>I = L' , n determinerà su s l' involuzione 
n< = |LL',l,J',|, 

cioè un' involuzione nella quale sono coniugali i punti LL' e sono corrispondenti 
le involuzioni J, , i',. 

Si immagini ora una conica qualunque (reale) o di sistema polare £. che passi 
pei punti S,A,Ia- P°l teorema di Desargues (di cui appresso discorreremo) 
applicato a tale conica ed al quadrangolo SAi^ in essa inscritto, si avrà cbe sono 
in involuzione le coppie di elementi 

S, , LL' , l,l>, 

cioè, più precisamente, che esiste un'involuzione nella quale sono coniugati i punti 
LL', che trasforma in sé £,, e h corrispondere fra loro i, , 1',. Ma tale involuzione 
non è che n,, quindi II, e £, sono armoniche. Il triangolo (S , 1,) inscritto in o 
ii dunque autoconiugato rispetto a II; epperò per IT, ì) si annulla l'invariante 0. 
Viceversa, per due pohiritk n , £ sia nullo l'invariante 6, e sia (A,IJ^(a,]A.) 
un triangolo inscritto nella conica fomlamcntiilc a di 1- Il suo reciproco rispetto 
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a n sia (o' , Ja')s(\' , j„.) ed S , s siano il centro e l'asse dell'omologìa che Da 
corrisponiiere (A' , !„) ad (A , J„). 

Se pei punti A , i^ , £, si h\ passnre una conica die tagli W in S,. allora per 
quel che precede l' invoiuziouc ]"s.s-|^S,J„) e l' involuzione J, snrauno corrispon- 
denti neir involuzione 

jLL', 2,1 

rompleta mente individuata ijai dover avere LL' per pentì coniugati e dall' essere 
urmonica a £,. Sarà dunque 1", = J', , e quindi S, ^S, conio bisognava dimostrare. 

Occupiamoci ora del teorema di Desargues nei senso che ho indicato. L'e- 
nunciato che io sostituisco all' enunciato onlinarìo è il seguente: 

fl Un quadran„'olo dotato di due soli vertici (e quinli di due soli lati) reali (*), 
« ed una conica ad esso circoscritta, sono tagliati di una trasversale arbitraria per 
s moVlo che esibite su questa un'involuzione nella quile sono coniugati i punti d'in- 
(I contro coi lati reali del quadrangolo e rispetto alla quale l'involuzione rappre- 
s sentante ì punti d'incontro colia conica corrisponde. a se stessa e quelle rapprc- 
« sentanti i punti d'incontro colle due coppie di Iati uscenti dai Tortici reati drl 
« quadrangolo sono corrispoudeuti 1' una all' altra ». 

Dimostriamo la verità di questo enunciato. 

Siano A , A' i due vertici reali del quadrangolo, a'=AA' , a i due lati fiali, 
Ia.ìa') le involuzioni rappresentanti le due coppie di lati uscenti da A,A',cp la 
conica, s la trasversale- 

Poniamo s-/j=:L , s-o' = L' , s-Ja ?ij , s-Ja- =J' , 8-? = l, , l„ = olA = ffl'JA' e 
siano B,Bi , C,Ci due coppie di punti di ? coniugati nell'involuzione di questa co- 
nica che ha per asse a, o due coppie di punti coniugati in )„. Allora , per ona 
nota proposizione nel primo caso, ed evidentemente net secondo , si avrà che le 
coppie di rette A(B , B, , C,Ct) . A'(B,B, , C,C,^. soiio rispettivamente coniugate nelle 
involuzioni t\ , 1a'- Sicché , ponendo 

S-A(B,B, . C,CÒ = P,P, , Q,Q, ; sA'(B^B. . C,C,) = P',P', , Q',Q', 

si avrà nel!' un caso e nell'altro 

J = |P,P..Q,Q»| , J' = |P',P',.Q',Q'.|. 

Ora. segando i due fasci proiettivi che da A . A' proiettano la punteggiata co- 
nica ]),B,G,Ct...) quelli prospettivi di centri A , A' e di asse a, con la trasver- 



(') Si può evidentemente dare una forma analoga all'enunciato del teorema di 
isargues, anche negli altri cosi. 
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- P. P* Q, Ot 



che ha per involuzione unita J,, o la proiettività 

p = P,PtQ,Q, 
•^-PV'W.Q', 

che ha per involuzione unita qucll» di punti doppi LL'. 

Ciascuna di queste proiettività trasfonnando le coppie P,i'i . Q,Qj di J nelle 
coppie P'jP'i , Q'iQ'i di I' trasrorma J in J'. Siccliè il prodotto Rf~' trasrorma 1 in 
se stessa; e non essendo RP~* involiitoria, come è Tucilc assicurarsene costruendo 
di un punto di s il corrispondente in RP"' ed il corrispondente in PB""', sarà RP~* 
una proiettività che ha prr involuzione unita J. Sicché R e P sono proiettività di 
uno stesso dei fasci di proiettività che Tanno corrispondere fra loro ì ed J' (•). Ila 
le involuzioni unite delle proiettività di un fascio formano fascio ("), cioè sono ar- 
moniche .nd un'altra involuzione che ha come le proiettività la proprietà di cam- 
biare J in J'; dunque, esiste una ìnvolnzione che ha la proprietà di cambiare J in ]' 
e di essere armonica a J, e ad LL'. 

Qui'slii involuzione si puA del resto costruire facilmente come segue, il che for- 
nisce un altro modo di assicurarsi della verità della proposizione rispetto al solo 
quadrangolo, cioè senza tener conto dei punti d'incontro della trasversale colla 
conica. 

Supponiamo tli prendere nella jg, in vece che due coppie qualunque dì punti 
coniu};atì, le coppie LL, . HH, dove è aa' = M. Allora, se te proiezioni di L,H, da 
A , A' rispettivamente su s sono L,L', , M^H',, avremo: 

I = I LL, , L'M, I ; i' = I LL', , L'M', | 

e 

. _ LL'L, M, 
"^ - LL'L',M', • 

sicché, per una nota proposizione, sono in involuzione le coppie LL'. L^M',, L',M,. 
E questa involuzione è evidentemente la richiesta, perchè ha per punti coniugali 
LL' e trasformando le coppie LL, . 1/M, di i nelle coppie L'M', , LL', di t' tra- 
sforma t in 1' (••"). 



(*) (") Segre — Les bomographies binairea et lenrs fniaceanx. Creile 100. 
(***) Con la proposizione precedente si Ò evidentemente dimostrato anche il teo- 
rema di Starni per un fascio di coniche eoa due ponti base reali. 
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2. Se tre punti A.BC sono coniu.^nti a tre punti A.'8'C' di una retta r rispetto 
ail un fHScio ? dì Etstcmi polari piani, il luogo de) centro di omologia del 7 ABC 
e del suo reciproco rispetto mi un sistema polare variabile del fascio, è la conica 
polare di r rispedo a ?. 

Se pei centri B , C di <liie coniclie arbitrarie, ma date, del fascio si conducono 
rispettivamente le pai-ullule allo polari di C , B rispetto ad una conica variabile del 
fascio stesso, il punto d'incontro dì quello parallele descrive la conica luogo dei 
centri. 

3. Se si considera un fascio schiera di sistemi polari ed un v ABC del suo piano, 
il luogo del centro di omologia del v ABC e del suo reciproco rispetto ad un si- 
stema polare variabile del fascio-schiera, è una conica circoscritta ad ABC, che 
passa pel polo di contatto di tutti i sistemi polari, e che determina sulla corrispon- 
dente corda del contatto un'involuzione armonica a quella che vi determinano i 
sistemi polari medesimi. 

Se i sistemi polari dati rappresentano cerchi concentrici il luogo in quistione 
è r iperbole equilatera circoscritta al V dato e che passa pel centro comune dei 
dati cerchi. 

Vi è un caso in cui il luogo si riduce ad un punto. Da questo caso si ricava 
il teorema che a il punto delle altezze di un T qualunque it centro di omologia per 
esso e pel suo recìproca rispetto ad un cerchio qualunque che ha per centro il 
punto delle altezze ». 

4. Se a , b sono gli assi di una conica <p , il centro di curvatura nel punto 
G, e {; la tangente in G , tirando per le parallele a' , b' ordinatamente ad a,b. 
e posto jrn = A , go' s A' . gfi = B , gtt' = B', si ha : 

1 ." r omografia binaria P = p , ,, ha il solo punto unito 6. 

ì." esiste sopra 9 un punto M tale che condotta la tangente in a ^ in H, 
e posto ma= H, , la retta ut' che unisce M al punto Mj corrispondente di M, in P 
è perpendicolare ad OH,. 

II. 

Nella teoria delle corrispondenze ternarie quadratiche. 

5. Ogni corrispondenza di Steiner mutn nella sua inversa qualunque omo- 
grafia che ha il suo triangolo fondamentale nel V fondamentale della corrispon 
denza. 

Ogni omografia può provenire, in infiniti modi, dalla successione di due cor- 
rispondenze di Steiner. 

Data una corrispondenza di Steiner ve ne sono altre tre che insieme alla data, 
alla identità ed alle tre omologie armoniche aventi per centri i vertici del T fon- 



d=y Google 



)( 263 )( 

d.-imentale e per assi i lati opposti formano un gruppo cliiuso di otto trasforma- 
zioni involutorie. 

Un.i corrispondenza di Steiner non ha invarianti assoluti: una coppia di tali 
corrispondenze dotate dello stesso T fondamentale ne ha due. 

G. Su la polarità rispetto ad un cerchio, reale o immaginario, si compone con 
un* otnograria la quale applicata insieme alla sua inversa al fascio dei diametri della 
polarità, produca intorno ad un punto un'involuzione di angoli retti tale però die 
la retta corrispondente nell'omografìa di un diametro della polarità sia sempre 
parallela a questo, si ottiene una polarità rispetto ad un altro cerchio i*). Le in 
versioni rispetto a questi duo cerchi hanno per risultante un'altra inversione, e le 
tre inversioni, insieme alla identità, costituiscono un gruppo chiuso di 4 trasfor* 
mazioni inTolutorie- 

Se si considerano tre polarità rispetto a cerchi, le quali a due a duo abbiano 
per risultante un'omograQa come quella ora considerata, combinando <lue a due 
le inversioni rispetto a quei cerchi, e poi una delle inversioni cosi ottenute (ò in- 
ditTercnte quale) con quella rispetto al rimanente cerchio , si ottiene un gruppo 
chiuso di olio inversioni, inclusa l'identità. 

7. Se mediante le omografie ii, , u^ fra due piani o , o' si ò generata una re- 
ciprocità T, col far corrisponJere ad ogni punto di a la reità congiungente i due 
punti corrispondenti in o', allora T'* si genererà in moda correlativo colle omo- 
grafie il,'' , ii-t'*. E se E , E' sono punti corrispondenti comuni di il, , u, ^quindi 
punti fondainentah per T , T"') ed e . e' sono le corrispon<lenti rette fondamentali, 
per mezEo della T o della T~* fra il fascio (E) e la punteggiata (e') si pone una 
proiettività rappresentabile con uno qualunque del prodotti 

t^W IK' .e'l„ , ("tÌEE'tE' . e'U, , (iir'V-le , E|„ , car'J,>le , Ei„ 

ove (iIiIee. . ("iVr- . ("i~'V« . (^V')«> sono rispettivamente lo proiettività poste fra 
i fasci (E) , (E') da ii, , il, e fra le punteggiate (e') , (e) da ii,"*, ii,~' ; ed lE,o'i,„ 
|E' , c'!j, , !e ,E|,j , |e ,E|„ sono te proiettività caraneristiche miste delle omografìe 
ii,~t a, , a^-'*il^ , ii,ii,-' , iijU,"'. 

8. Se dai diversi punti di una retta si proiella su di un piano un'involuzione 
di punti il cui sostegno è a sghembo colla retta, si ottiene sul piano una quadra* 
tica-involutoria-hirstiana, la cui conica fondamentale è spezzata in una coppia dì 
rette. 

Le quadratiche involutorie ottenute proiettando dai punti di una retta involu- 
zioni armoniche fra loro sono permutabili, il gruppo di Ire involuzioni ann miche 



(*) Questa proposizione può servire n definire S'ittelicamente l'ortogoDalità fra due 
cerchi non entrambi reali, ma dotali entrambi di sistema polare reale. 
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li du« a due è quindi proiettato in un gruppo di tre quadratiche involuloric due 
a due pcrmutabiii. 

Una qualunque involuzione di Ilirst si può sempre ottenere come proiezione 
dì unMtiToluzione di punti dai punti di una determinata conica; in particolare hì 
pai} ottenere cosi una inrersione circolare. 

Se un'involuzione di punti si proletta dai punti di una conica Un posizione 
.ilTatto {{cncnile rispetto alla involuzione) su di un piano arbitrario, si ottiene su 
questo una quadratica (2,2) {,'), Data l'involuzione e data la oonica, vi e un piano 
su cui la proiezione è una quadratica di Hirst. 

9. Una reciprocità quadratica nulla è mutata in si da tutte le omografie cbc 
hanno per triangolo fondamentale il triangolo fondamentale della reciprocità : le 
armoniche sono anche mutate in sé dalle omografie che scambiano fra loro due 
certi verUci del V fondamentale della reciprocità mantenendo inalterato il terzo, 
e le equian armoniche (*') anche da quelle che permutano ciclicamente i tre 
vertici. 

Se per due reciprocità nulle sono uguali gli invarianti assoluti esistono cx>* omo- 
grafie ed 00* correlazioni che le scambiano l'una ncll' altra. Se le reciprocità sono 
in uno stesso piano e fra le e»* omografie vi é un'omologìa, fra le oo* correlazioni 
vi sarà una polarità. 

Ugni omograila, pensata come una corrispondenza fra soli punti , può prove- 
niro in un sol modo dalla successione di due quadratiche nulle T, ,T,. Essa al- 
lora, pennata come una corrispondenza fra rette, proicrrà dalla successione T,T,. 

Alle formule di una corrispondenza reciproca nulla si può dare la forma 

«, = (ay)„ayap , h, = (ay),,"^ Op , Uj = («!/)„0|,ag 

essendo u^v^ = ti^v^- = Ua-v^' = . ■ .=0 quelle di una correlazione ed a„*=a'^* 
= a'V — •■■— quelle dì una conica. Allora, posto simbolicamente 

a^(a5), = (-D'ili , a'p(a'5), = (-1)'>); , a'ya"5), s (-»)))■', 

sarà 

2a,1, (a»i)n (oi)ii 

(o'i)')„ 2o',>i', (a'>ì')M 

(o">i")s, (a'Vj"),, ?ffa"ll," 
l'equazione complessiva dei tre lati del V fondamentale. 



(*) Si potsoDO ottenere con procedi manto analogo delle traa formazioni (h , fi) ed 
anche delle trascendenti. 

(") Cfr. la mia Nola « Sulle redprorilà birationali nulle del plano u Rend. 
della R. Àcc. di Napoli, ISSO. 
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Se 8Ì indica con i; una coiiicn rispelto a cui un vertice ed il lato opposlo del 
triangolo rondamentalu di una reciprocità nulla T sono polo e polare, e rispetto 
a cui l'involuzione rappresentante gli altri due vertici & involuzione di punti reci- 
proci, la corrispondenza risultante dal prodotto della polarità di ;: e di quella della 
.sua trasrormala mediiinto T è una omologia. 

10. In uno spostamento infinitesimo di una figura piana rigida nel proprio 
piano fncendo corrispondere ad ogni punto la direzione della sua velocità si ot- 
tiene una reciprocità nulla. Ne segue che le parabole inviluppate dalle velocità dei 
ditersi punti delle diverse rette della figura sono dotale dello stesso fuoco. 

11. Si possono ottenere dei gruppi quadratici contenenti n involuzioni di 
Steiner ed n omografie periodiche d'indice n (inclusa fra queste la identità che 
può essere considerata come un'omografia periodica ,d' indice qutilunquc). Tutte 
le corrispondenze del gruppo trasfurmano in sé le figure di infinite coppie di po- 
ligoni di n vertici. 

IH. 

Nella teoria dei aistemi polari dello «pazio. 

12. La seguente dimostrazione della proposizione che la superficie fondamen- 
lalc di una poltrita dello spazio è generabile in una infinità di modi mediarne 
una coppia di stelle in corrispondenza correlativa, è preferibile, ncirinsegnamento, 
u quella che ordinariamente si dà nei divei:.si trattali che si occupano delle qun- 
driche e che in fondo non e se non quella stessa che dà il tleye nella sua Geo- 
metrie dcr Lagp.. 

Sia F* la quadrica fondamentale di una polarità II dello spazio ; S, , S^ dut 
suoi punti qualunque ; o, , e, i piani polari di questi punti ; a un piano arbitrario 
tirato per la retta o, o, = s'; (ce) la polarità piana detcrminata da II su a ; ^ un 
piano qualunque tirato per S,Sj^3 e (^) la conica (reale) sezione di ^ con F*. 

Siano inoltre M ed ni un punto di a e la corrispondente polare rispi'tto ad 
(a), e poniamo S,M = p , Sim = it , pusP. Dico, in primo luogo, essere P nn . 
punto di F'. In fatti, il piano g sia precisamente quello che contiene la retta )> , 
e ^ tagli m in M': saranno evidentemente M ed M' reciproci rispetto a Q) ed inoltre 
allineati col punto ^s'. Ma questo punto è il polo di s rispetto a (f), dunque 

S,M-S,M' = S,M.S,m = P 

è, per una noia proposizione (*), un punto di (^), e quindi di F*. Viceversa, sia 



(*) La proposizione b questa: Due pnoli reciproci rispetto ad ona conica alli- 
neali col polo di una corda sodo proiettuti dugli eatremi di qne^la da rette secuntìiii 
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P un punto nrbilriirio di F* , e ^ sia quel piano di s clic passa per P. Le 
rette S,P,S,P saranno tagliate dalla ^-a che passa pel polo ^-s' di s rispetto a 
(^) in due punti SI , M' reciproci rispetto a (^), e quindi anche rispetto a II ed 
(a), cioè clic la polare di H rispetto ad (a) passa per H'. Sia m questa polare 
il punto P è allora l'intersezione della retta S ^H col piano S, m, il che dimo- 
stra interamente la proposizione che avevamo di mira, poiché variando N,m a de- 
scrivere il sistema polare piano (a), la retta p ed il piano it descrìvono due stelle 
correlative che generano K*. 

13- La proposizione tanto interessante nella teoria dei sistemi nulli, per l'ap- 
plicaz'one che questi hanno nella cinematica (e nella statica) dei sistemi di forma 
invariabile, che ogni sistema nullo è sovrapposto a se stesso da qu^ilunque mo- 
vimento attorno al suo asse, è conseguenza di due proposizioni pifi generali che 
io voglio far conoscere, e che interessano nello studio della geometria proiettiva 
di quei sistemi (*). Anzi, a dir vero, la seconda di queste propositioni, conduce 
sinteticamente, alla considerazione dei movimenti in uno spazio a curvatura co- 
stante qualunque che sovrappongono a sé stesso un sistema nullo. 

I. Vn sislcma nullo II (e quindi il relativo complesso lineare) è mWulo in 
bii da qualunque omologia chù abbia il suo cenfro ed il suo piano in un punlo 
e nel corrispoiidenle piano polare rispetto al stsfema nullo {••). 

Inratti, sia il = (S , a , UH') un'omologia qualunque il cui centro S ed il cui 
piano 9 siano polo e polare rispetto a IT ed HH' ne sia una coppia qualunque di 
punti corrispondenti. Dicendo tn' la polare, rispetto a II , di HH' = m, saranno 
rispettivamente Mm'=;j. , Wm=v-' ' piglili polaH di M , U'. Ha come m' è una retta 
di o , perchè ni è retta di S , e o è piano di omologia in a , cosi a mentre f» 
corrispondere al punto M il punto H' fa anche corrispondere al piano ^ il piano 
■fi'. Ha ciò dunque la verità dell'asserto. 

Se per a si prende il piano all'infinito (e quindi per S il punto all'infinito 
ileli'asse di II) lì diventa una traslazione eseguita parallelamente all'asse del si- 
stema nullo; e da ciò la nota proposiziono che (e traslazioni parallele alCasae 
di un sislema nullo lasciano inallerafo il si'slcmu. 



sulla conica, e viceversa. Cfr. Staudt. Geom. dei- Lage. Cremona. Geom. Proiet- 
tiva. Sannis. Lei. di Geom. Proiettiva. 

(*; Si cfr. anche per tali proposizioni Caporali (t Memori« di Geometria a 
pag. 810 e segg. 

('*} A proposito di sistemi nulli, colgo qui l'occasione di far notare che nella 
mia Mota e Sui grvppi compiili etc. (Bend. Acc, Lincei , 1890) alla pag. 65 dove 
si tratta dei gruppi e) occorre (per non avere grappi degeneri) In restrizione ■ h di- 
sparì • con che i gruppi completi si ridacono ad — ™ seoondoehè è doppiamente 



pari « -l- 1 « - 1 . 
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II. Ogni omografia della quale due rene polari rispetto ad un sistema nullo 
sono tana sostegno di una punteggiata di punti unilt l'altro sostegno di un 
fiiscio di piani uniti, cangia in sé il sistema nullo se eantjia in sé qualunque 
qundrica etie abbia pir involuzioni di punti e di piani rerlpro-ii corrispondenU 
(polari) te involuzioni unite delle proiciiività fcinacie t/ic l'omogra/la deiennina 
sulla retta di piani uniti ed infurilo iitla retta di j'Uii'ì unili. 

Infatti, sia u l'omografla, n il sistema nullo, r la retta di punti uniti di il, 
r' la retta dì piani uniti, J, l'involuzione unita dell* omografia binaria di piani che 
u determina attorno ad r, !,■ l'involuzione unitii 'dell' omografia binaria di punt 
che a. determina su r' , ? la conica sezione di un piano arbitrario ^ tracciato per Vj 
con una qualunque delle infinite quadriche riispclto a cui r , r' sono polijri e I, , 1^, 
imoluzioni di elementi reci)iroci. Allora sarA i^- involuzione di punti reciproci ri- 
spetto afe p-r = R il polo di r'. Come il sistema nullo cangia 1^ ini,', e vice- 
versa, il cono ^ corrispondente delta conica <p nel sistema nullo avrà per vertice 
U per involuzione di piani recìproci attorno ad r la i^- Inoltre , rispetto a tal 
cono, sarà r la polare del piano p, ijicchè il cangia in sé anche il cono £. Ora, 
prendendo un punto qualunque M su «, di cui sia [j. il piano polare rispetto a II 
e canjjianda con n la coppia !A-^ nella coppia M'p.', sarà M' nn altro punto di f 
e {t' piano tangente a 1, siccbò ji' (non l'altro piano tangente che per M' può 
condursi a ^) sarà il piano polare in IT del punto iV. L'omografia, u muta dunque 
il sistema nullo in su. 

Se per r si prende l'asse del sistema nullo, e per il una rotazione qualunque 
attorno aJ r, cojne n muta allora in se tutte le sfere ì cui centri sono su r ,ii 
muterà in sé il sistema nullo. Da ciò la proposizione che le rotazioni attorno al- 
l'asse di un sistema nullo lasciano inalterato questo sistema. 

IV. 

Nella teoria delle corrispondenze lineari e oremoniane dello spazio. 

li 11 sig. Hirst ha dimostrato nella sua memoria ■ On lite complexss ge- 
neraled by Ivo correlative» plnnes o (*) che la congruenza (4 , i) delle tangenti 
comuni a due quadriche che si segano secondo i lati di un quadrilatero storto si 
spezza in due congruenze (2 , 2) geometricamente contraddistinte dal fatto che 
le rette di ognuna determinano su due facce qualunque dei quadrilatero una di- 
versa corrispondenza cremoniana del 2° grado, ed anche dall'altro di appartenere 
a due diversi complessi di Reye, come fece osservare Zeutlien nel sua articolo 
M Tftéorie da (iijures profectives sur une surface da ttcua-iènie ordre n ("). Quelle 



Ci Gollect. Math. in Meni. Dom. Chelini. 
(••) Math. Anualen Voi. XXVI, An. 1885. 
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(iue congruenie goiiono di interessami proprietà, e giJi, prima ancora delle ricerche 
di Hirst e di Zeulheii, Hamilton viveva osservato nelle sue i Lccfttres on Qua- 
fcrnioits, An. 1853 o che il lato libero di mi poliijono eli'iiso »:irijibilc. circoscritto 
;id una serie 'li punii ed ìusci'ilto in iin-i qnalrica, tncc;i cust;inteuiiriUe due gita 
driche fisse sccaiitisì in un iinmlriliitnru di quella, o due coni fi -si ciri-oscrlti 
alla medesima, seconduciiè ìl jmnicro dei lati è pari o dispari. Caylcy (*) aveva 
poi ritrovale le medesime proprietfi partendo direttamente dalla considerazione 
<ielle etnografie die mutano in se stessa una superficie del 2* ordine, ed il sigmr 
Townsend (•'), ripreso l'argomento con veste quasi inleramenti sinlctica. aveva 
nio.strato in due successivi ed elaborati artìcoli, parecchie delle proprielik che ca- 
ratterizzano quelle congruenze fra le altre la seguente che in un certo senso le 
contraddistiugne : « l.e tangenti comuni a due quadrichi; qualunque che si segano 
secondo i lati di un qnailrilalero (storto) determinano su di un'altra quadrica qua- 
lunque del loro fascio due diverso corrispondenze proiettive ji. Questa proprietà 
si ritrova nel citato articolo di Zeuthen, ed è da essa che il geometra danese 
cava la relazioni* Ira Ì duo invarianti dei complessi di Reye cui le congruenze 
appartengono (v. pa^;. 266 dell'art, cit.)- 

Come ora lo studio dì quelle congruenze può essere spìnto piij oltre, special- 
mente avuto riguardo al gruppo della trasformazioni che mutano ciascuna dì esse 
in sé, giacche di tali trasrormazioni ve no sono; come inoltre, guarilaulo le cose 
dal puntn di vista della geometria di posizione, quello studio olTre dell'interesse, 
io partendo direttamente dalla considerazione delle omo;>raHe die scambiano l'una 
nell'altra le generatrici di uno stesso sistema di un iperboloide, sviluppo le con- 
siderazioni seguenti. 

Sia 11 un'omografia dello spazio, non assiale, la quale faccia corrispondere a 
se stesso ciascuno dei due sistemi rigati R, . R, di una data quadrìoa F*, Tale 
omografia si potrà risolvere nel prodotto di due omograQe assiali ìì, , u» (*"), 
le quali hanno per assi due retto di II, e due rette di |{,, ovvero (per includere 
il caso in cui tali assi sono imniaginarii , e rappresentarli con un ente reale) le 
quali hanno per involuzioni unite due involuzioni rigale J, . l^ i cui sistemi di rette 
doppie (congruenze linieri che indicheremo coi medcEimi simboli i,,Ji) conten- 
gono rispettivamente li, , R,. Se poniamo i, i( s jj . sarà jj un'altra involuzione ri- 
gata, permutabile colle t, , i, la quale rappresenterà due rette imEnai^inarie se sono 
immaginarie quelle rappresentate da una sola ddtei, ,ii:in contrario rappre- 
senterà due rette reali. In ogni caso le i,.Jt,ig sono tali che sugli assi di quella 
che li ha certamente reali le altre due determinano le medesime due involuzioni- 



(*) PhIloBopbical Hagazine An. 1H66. 
(••) Quarterly Joarnal An. 1876. 

{"*) Per nna dimostrazione sintetica dì questa proiiosizione si possono confron- 
tare le i< Lezioni di Qeom. Proiet. » del Prof. Sannia. 
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Fsse perciò rapiìresetitano !e tre coppie ili spìi,'oIÌ opposti di un medesimo tetriiedro 
T = ù,iii,). e la quadricA F* mentre passa per le iliie coppie di spigoli j, ,]j, li» 
per rette polari le rette ij. 

Lii omografia ii cangia in se stesso il tclnieilro T, perdio ii c;iiigianilo in sé 
ciascuna delle i, .1, senza scambiar. e gli ussi (cioè, su sono ellitlidiu . senza al- 
terarne ii senso), can^iTà In su anche il prodotto Jj senza scambiarne gii assi, 
«ale a dire che ciascuna delle coppie di spignli opposti del tetraedro T è can<;ìata 
iti se slessa dalla omogrnfla ii, senza die gli assi di una stessa coppia si scam* 
biino fra loro. So quindi si immagina iin'omoj^raHa li' la quale abbia anclic T 
per tetraedro Tonda mentii le, essa sarà permutabile coir omografia li; e se si può 
risolvere solamente (*) nel prodotto dì due omugradc assiali ii', , ii', die hanno 
per irivolnzioni unite >, , ij sarà permutabile anche col sistema polare TI dispetto 
al r*, perchè li', a', cangiano ciascuna F* in se stessa. — Se 11' si potrà, in 
vcci\ risolvere nel prodotto di due omografie assiali il', , ii^ dì involuzioni unite 
I, . ij. il sistema polare (I verrà mutato da ii' nel sistema polare (u'j)"' nii'j. il 
quale coincide con IT solamente quando è ii', = i,. In (luesf ultimo caso però si 
può anche ottenere ii' dal prodotto ii',l,i,, sicché, essendo ii',i, un'omogralta 
assiale dr involuzione unita 1, , li' riducesi ad un'omografia ilei primo dei tipi ora 
ronsidcrati. Possiamo noi perciò dire ohe, data la omografia ii, tutte le omografie. 
peni iitabili con ii , le quali cangiano in sé medesimi i due sistemi rigati della 
qundrira F*. si ottengono componendo le omografie assiali di involuzioni unite J, 
con le omografie assiali di involuzioni unite i,- Tali omografie formano perciò un 
sislcma doppiamente infinito che diremo S. 

Se consideriamo tutte le quadriche contenute nelle congruenze i,,^i> n"»- 
driphe che formano un fascio-schiera (F) avente per base il qaadrilalar<> i, - ii, 
ogni omografia del sistema £ nmta in sé ciascuna di tali quadriche , e la coppia 
di rrlle j, è coppia di rette polari rispetto ad esse. Se dunque noi eseguiamo il 
produMo di un'omografia ii, di S per il sistema polare TI, rispetto ad una F,* 
qualunque di quelle quadriche , noi otterremo una correlazione ©, che sarà per- 
mutabile con ogni altra omo;,<rafia di £, e quindi, in particolare, colla primitiva li. 
Se il sistema polare II, non é che li. il cangiamento di u in se stessa segue in 
modo , mediante correlazione ti, = lill, che una coppia di punti corrìspond>;nti 
di li, situati in F*, si muta in una coppia di piani corrispondenti dì ii tan- 
genti ad F*. (continuo). 

15. Vi sono, nello spazio, infinite trasformazioni cremoniane involulorie del 
ì' grado le cui coppie di punti omologhi sono sopri) rette di un dato complesso 
lineare. Queste si ottengono facendo corrispondere ad ogni punto dello spazio il 
punto in cui si tagliano il piano polare del punto rispetto al sistema nullo rela- 



(*) Un'omografia qnalunqae si può risolvere nel caso più generale nel prodotto 
di due omografie assiali e di nnomolDgia. 
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tivo ni complesso ed i piani poinri tic! inodesiino rispetto a duo quadriche qust- 
lunque. 

Vi sono ìiintiile involuzioni del 3° grndo le cui coppie di punti omologhi stanno 
Sulle rette di unn «on^Tuenza liucare. Per ottenerne una basta prendere due si- 
stemi nulli II, , n, i cui compleissi fondamentali passano per la congruenza e pren- 
dere inoltre un sistema polare arbitrario II rispetto ad una superficie quadrica. 
Allora , facendo corrispondere al ogni punto M il punto li' comune ai tre piani 
polari di U rispetto a II, , II, , 11 si ottiene una dells richieste involuzioni. Per co- 
struire questa involuzione basterebbe addirittura far corrispondere ad ogni punto M 
il punto in cui il raggio della congruenza che passa per H è tagliato dal piano po- 
lare dì M rispetto a IT. Si vede da ciò che in ognuna delle involuzioni in esame ai 
punti di una medesima delle direttrici della congruenza corrispondono le rette di 
una schiera rigata la cui schiera incidente contiene l'altra direttrice della congniensa 
e la polare delia prima rispetto a li. 

Se le direttrici della congruenza sono polari rispetto a II, ad ogni punto di 
una di esse rorrìspomlono tutti i punti dell' altra. Se la quadrica fondamentale di 
Il è reale e si indicano con A , .V i punti in cui una dello direttrici della con- 
gruenza taglia In quadrica, la costruzione del coniugato di un punto dato H può 
anche ottenersi cosi : Si congiungano i punti N , N' nei quali le rette AM , A'H ta- 
gliano di nuovo la quadrici, rispettivamente ai punti A' , A. Le rette AN',A'N si 
la^jliano altura nel ricliiesto coniugato M' di M. Si vede con ciò clie l'involuzione 
in esame non è che quella già studiata dal Prof. Chizzoni in un articola inse- 
rito nei Ren:iconlo della li. Accndcmin dei Lincei, An. 1886. 

La costrizione da me data ha però qualche vantaggio su quella del Chiz- 
zoni, poiché oltre ad essere caso particolare di un'altra più generale, racchiude 
in so il caso in cui la quadrica fondamentale di TI è immaginaria (*). Inoltre quella 
costruzione mostra altresì immediatamente che l'involuzione del 'i' grfido in qui - 
stione è permutabile coli' involuzione rigata (lineare) che ha per rette di punti e 
piani doppii le direttrici della congruenza. 

Se le direttrici della congruenza si preodono in due costole opposte del te- 
traedro di riferimento, e questo sia tetraedro autopolare rispetto alla quadrici, 
ecco come si può pervenire in modo assai semplice alle formule della trasfor- 
mazione. 

Le direttrici della congruenza siano le costole (i2), (34) del tetraedro di ri> 
ferimento, e l' equazione della quadrica sìa 

i;«,a!j» = o (i=l 4). 

Sul raggio della congruenza che passa pel punto ^^(1= l,....i) un punto qua- 



(*j Ed anche quello in cui la qnadrica essendo reale sono immaginarie le diret- 
Ilici della congrnenza. 
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liinqnc ha coordinate della rorma 

(love X. ;t sono numeri variabili. Il piano polare del punto yi rispetto alla qua- 
dricA )ia intanto per equazione 

quindi il punto z, sarà il coniugato di y, nell' inroluiìone se 
X((T,y,» + (r,y,') ) [t(a,y,» + 0*^4') = 0- 
Ciò rÌL-liicile 

X = Oj j/,» + (I, v** ; i* = -(iiyi* + «ly»*/; 

cppcrciò le formule della trasfurmaiione saranno : 
Zi= yt{o,yi* + a^y^*) 

z.- yi(niy)* + 04yt*) 
2i = - y»(oiyi* + fliy»*) 

Z4=-y»(a,y,* + «,y,»). 

IC. Si possono ottenere crcmonìane di gra>lo maggiore di 3, della npecic di 
quelle considerate nel numero precedente, cioè tali clic le con^iungenti le coppie 
di punti omologhi siano i rag^i di un complesso lineare, quelli di una con- 
gruen/.a lineare, prendendo in luogo della corrispondenza polare n. una recipro- 
citi biraiionale qualunque non nulla. 

17. Le costruzioni dei numeri 15 e 16 possono essere estese ad ottenere cor- 
rispondenze cremonìnne di specie particolare in un 11. - spazio. 

Se si pone 

(a) «/^ = -*Jl~V\,y»-l-*"r>f,tyfc (Ul,2 n+t; 1=1,2 ii<») 

m ^''"-^'' 0" r'^ = lb,,^'Uj,y, (6rt=6t, , ff=i*^-l.^+2 n) 

snrnnno coordinate del punto coniugnto al punto yiii- 1,2,. ..,n-)- I) in una dello 
trosrormazioni tnvolutorie in quistione (quelle cioè che* provengono in modo ana- 
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log© a quello tenuto nel n." 15) i dclerminaiiti cavuli dalhi Dialricc 



W,<'l H,<" 



. U("l Hl'\ 






u.c) 



«jW 



, . v,'"^ «t"'<^ 



Questi determinanti, espressi mediante le y^ par mezzo delle (a) e (^), rornì- 
scono quindi le forinole della trasformazione. 

Ver ogni valore die si dà a -^ si ha unii trasforinazione diversa. Colla costru- 
zione precedente si hanno dunque n - t specie di trasrormazioni ìnvolutoriu. Esse 
sono tutte di grado it. Quella che si ottiene pel valore '^=0 io l'ho giJi consi- 
derata in un articolo portante il titolo « Su alcuni gruppi coini>lcli conieiiniì nel 
!)ruf]ìO Cremona ad n + \ varinbili omogp.nee ('). 

18. Se la crcmoniana cubica ottenuta nel n." IS coi sistemi polari IT, , n^ ri- 
Npctlo A supcrDcie del 2° ordine e col sist'^m^ nullo 11 si fa seguire da n, o da III 
o da n si ottiene, qualunque sia il caso, una reciprocità cubica nulla. Se si in- 
dica con C la creraoniana e si pone R, = cn, , Ri = cn, , Rs CI!, i prodotti R,II,. 
R,n, , Rfl, , Rfl, saranno crcjnoniane della stessa specie di C. 

Se la creinoiiiana cubica ollcnuta nel n." IS col sistema polare II, rispetto ad 
una superGcie del 2' ordine e coi sistemi nulli II, , ll^ si fa seguire da una qua ' 
lunque dei sistemj nulli del fascio II, - n^ si ha una reciprocità cubica nulla. Questa 
reciprocità fa corrispondere ad ognuna delle rette della congruenza base del las'io 
dei sistemi nulli in se stcss.i- Se la crcmoniana si fa, in vece, seguire dal sistema 
polare II, 8Ì ha pure una reciprocità nulla come corrispondenza risultante: questa 
però cangia la congruenza nella sua polare rispetto a n cangiando nella sua po- 
lare o<;nì retta della congruenza. 

Sicché se le direttrici di questa sono polari in II le sue rette vengono ad es- 
sere accoppiate in involuzione dalla rrciprocità nulla. Facendo le medesime con- 
venzioni che nel n." 15, in quest'uUiuio caso le formule <lclla reciprocità nulla si 



{*) Questo articolo verrd pubblicato fra breve 



d=y Google 



)( 213 )( 
possono scrivere come segue: 

WiS Oiyi(ajJ/j* + o*y4») 

«» e - 0, y, (a, j/,» + fl, y,») 

w» = -a^ y^^o, y,» + e, y,») 

giacché sono Uj = nfi/f(i= \,...,i) quelle della corrispondenza polare n. 

Si possono anche facilmente scrivere le equazioni della reciprocità nulla pro- 
Teniente dal Tar seguire la cremoniana da un sistema nullo qualunque del fa- 
scio n, - n,. 

In fatti, l'equasione bilineare rappresentante untai sistema nullo ha la ^orma 
a,t Vt X, - o„ y, ai, + a„ y* w, - a„ y, a:* = , 
eppcrciò le formule della reciprocità sono 

ti, = - a„ y, (o, y,» + O4 y»») 
«»s-o„y4{o,y,»f o»y,') 

"♦^ o»4yi(''.y.' + ''iyt}'- 

19. utilizzando il contenuto del n." 17, e, supponendo n dispari, quando non 
è ij. = 0, per avere corrispondenze reciproche non degeneri, si ottengono con prò- 
cedimenti analoghi a quelli tenuti nel n." precedente , delle corrispondenze reci- 
proche cremoniane nulle di uno spazio ad n dimensioni. 

D' altronde di cremoniane reciproche nulle se ne ottengono anche, per n qua- 
luoque, facendo corrispondere ad ogni punto dell' S„ rs„_, che lo conjjiungo agli 
n — 1 punti che corrispondono al punto in » - 1 determinate omografie. 

T. 

Nella teoria di una certa olasse di superfloie dall'ordine 3n + 2 dotata 
di una curva doppia dell'ordine n(3n + 2) e di n* punti tripli. 

20, Queste siipcrltcie si ottengono ponendo in corrispondenza proiettiva le 
rette di nn sisleina {3.Ì) con le supcrRcie di online n di una rete di tali super- 

voL. XXVIII. 33 
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ficie. Sì possono far protenire anche come superficie fondamentali di connessi 
(n , 2) spccialìszali , e eia permette -dì arrivare subito all'equazione di tali su 
perBcie. 

Se »2= , u^ = , u^ = sono le cquasroni di tre punti presi in uno qua- 
lunque dei piani singolari del dato sistema di rette , xt^; = o • "b' = , Uy = quelle 
dei punti in un altro piano singolare che son con^^iunti ordinatamente ai primi 
da raggi del sistema, e se le superficie della rete corrispon<IentÌ a questi raggi 
hanno rispettivamente per equazioni simboliche 

la proiettifità fra il sistema di rette e la rete si può allora rappresentare colle 
formule : 

WMx + ^1 wp + Xj w, = , 

X, u„. + X, «j. + 1, «^ = f 

X, Pi" + Xt 9a" + Xj r/=;0 ] 

ove le X sono parametri variabili. 

La condizione di coesistenza di queste equazioni per uno stesso sistema di 
valori delle X conduce al connesso (n , 2} 

Vx" ("p «t' ~ "?■ "tJ + 9^" ^"t "=■ ~ "r ""^ + '■«" ^"« "?' ~ "«■ "P^ ^ ** 

del quale la superficie generata come luogo dei punti comuni alle rette del si- 
stema ed alle superficie della rete , si può facilmente riconoscere essere fonda- 
mentale. 

Perciò, posto 

e detto 5ji il sub-determinante complementare dell'elemento «(/iJ'"n+Prtq\+Tfrt''*« 
nel determinante 

r equazione della superficie sarà 
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Considerando ta funzione y^S^y^y^ del in' grado nelle Xi si può vedere che 
essa è spezzabile in tre funzioni del grado n. Queste funzioni uguagliate a zero 
rappresentano le tre supcrQcìe della rete che corrispondono ai tre raggi del si- 
stema uscenti d;il punto y^. 

La superficie è dell'ordine 3n + 2, come si cava dalla sua equazione e come 
si caverebbe anche geometricamente coli' aiuto del principio di corrispondenza su 
una retta: ha per punii tripli i punii base della rete di superficie, e per curva 
doppia la curva luogo delle intersezioni dei piani singolari del dato sistema di 
rette colle curve, di ordine n*, base dei fasci di superQcic corrispondenti a quei 
piani. I punti tripli della sua superficie sono anche punti tripli per la curva doppia. 
Da ciò seguo che una superficie della rete sega la curva doppia in 3n* + 2n* 
punti; cioè che la curva doppia è dell' ordine 3n' + 2n = ii(3h + 2). 

Si possono costruire delie corrispondenze multiple (n , 3) dello spazio me- 
diante le quali ai piani dello spazio triplo corrispondono nello spazio n-plo super- 
Dcie dell'ordine 3n + 2 della specie in quistione. Per costruìruc una si riferisca 
lo spazio proiettivamente a se slesso mediante un'omografia it non assiale nò 
omologica, e proiettivamente ad un sistema lineare »' di superficie dell'ordine n. 
Allora sari riferito a questo sistema anche il complesso telraedrale generato dal* 
l'omografia. Si facciano corrispondere ad ogni punto dello spazio gli n punti nei 
quali il raggio del complesso tetraedralc che lo congiunge al corrispondente taglia 
la superDcic corri.Hpondenle a questo raggio. Allora , viceversa , poiché per o<;ni 
punto p'issa una relc di superficie de) sistema oo', ed a queste superficie corri- 
sponde una rete dì punti, le congiungenti dei quali ai corrispondenti in O. formano 
un sistema di rette (3 , I), cosi quel punto sarà il corrispondente dì 3. La corri- 
spondenza in esame è dunque una (n , 3). Ed è evidente che essa è della specie 
di cui si è discorso. 

Se 

ì/, = o,<" . j/,3a,(« , y,sa^'»' , yi = aj*\ 
a^C'^ ^a/''aif(l = i,...,4), sono le formule dell'omografia a,, ed 
X, Pj" + £C, 9," + Xj r," + a?^ Sj" = . 

ove *, = lAjZjfft = p , 7 , r , s) e fc/ è forma simbolica del grado n, è l'equazione 

del sistema x* di superficie, come per un punto l^ sul raggio che congiungc il 
punto Wt al punto i/f si ha 

li = i-Xi + v-ajf^ 
cosi si ha che le formule della corrispondenza (n , 3) di cui sopra è parola dipen- 
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dono dalla soluzione dell'equazione 

X" (se, p/ + X, q," + se, r/ + xt »/) -t- 

+ nX"-'i(.(a:, p/-';> i-a!,qj'~*q +iCjr/-»r +XiS/"'s ) + ...+ 
"x "a "» "« 

+ [ji"(a;,p "Ax^q "fa^.r " + a!48 "j^O. 
a, "a. ", «» 

Se, p. e., èn = ?, con che la sup. corrisp. di un piano dello spailo triplo, è 
dell'ottavo ordine, l' equazione è 

'>*(a7.P.* + a^7i* + a^sV + k*'",*) + 2XH.{a;,p,p^ + *,?a7„ + "'»''x'"(, + '«tM^ * + 

+ ii*((r,p ' + aj,? ' + Kgr * + 3C,8 *) = 0. 

Sicché, in tal caso, si ha nello spazio triplo come luogo dei punti t cui cor- 
rispondenti nello spazio doppio sono infinitamente vicini , la supcrBcie di equa- 
zione : 

(a;, Pjj p + x, 9^ + Xj r^T + a:, s^s )' — 

-(aì,P«» + x,9,» + a!,»V+a!,8^»)(a;,p^ » + x,q^ * + ^ìr^ » + ir.s^ ») = 0. 

Il caso di 11 = 1 io l'ho trattato direttamente in un'altra Nota (*). Le formolo 
della trasformazìono sono allora 

ove 

A = JCipa, + sc,7, + aTjj-, + ajjSj, , B = x,p +a;,7 +a;,r + a;,* . 

VI. 

Nella teoria dei oonneaai lineo-lineari di piani e rette. 

21. In una prima dal titolo: n II connesso lùico-Itneare di ptant e rette e le 
super^ct'e polari coni^tunle rispetto ad esso e od una sup. algebrica fondamen- 



(*) Bend. della B. Acc. dei Lincei, 2." semestre An. 18l 
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foie (*), io mi sono occupato con qiinlchc particolarità del connesso lineo-lineare, 
dandone le direrse varietà rispetto al numero ed alla distribuzione degli elementi 
fondamentali, e studiandone qualche figura covariante. In quel che segue io mi 
propongo di continuare le ricerche relative all'argomento, e di traltare di alcune 
corrispondenze multiple legate tutte invarianti va mente al connesso lìneo-Iincarc. 

Suppongo il connesso aOatto generale, epperò, scelte le due sue rette fonda- 
mentali quali costole a:, = 0, a^ = 0; asj-O. CC( = del tetraedro di riferimento, 
l'equazione del connesso può porsi sotto la forma: 

AìiPm + A„p|, + A,4p,4+ A„p„=0 
ove 

Ptk^!Siyk'-^kyi . Aik=«rt,(fli 1 a«.iW»+a«,tWs+art.4>(» (ift=23,31 M,U) 
li connesso fa corrispondere ai piani della stella 

la stella di complessi lineari 

p„ l XiA„»') + p„ 2 X^AmO + p,4 £ X,AW„ f p„ 2 X^ A„(') = 

9 

Opperò ad ogni punto dello spazio una schiera rigata di rette, della quale fanno 
parte le rette fondamentali del connesso- Le schiere rigate che cosi si otten- 
gono sono in numero triplamente infinito e ciascuna è individuata da una qua- 
lunque delle sue rette ; cosicché fra le coordinate di una retta di tal schiera ri- 
gata, e le coordinate del corrispondente punto passano le relazioni 

oS, = a.,,, p„ + o,,,, p„ + fl„,, p„ + a„_, p„ \ 

«5. = o«.i P» + a«i,. Pii + o.t,i P« + a»,i P« 

«5» = Om,i Pii + Oji,i Pji + Oi».s Pi» + ««.I Pii 

0^4 = Oli,» Vu + 0» ,4 Pu + flit.i P« + ai4.4 Pl4 / 

Cerchiamo l'equazione dell'iperboloide su cui è distesa la schiera. Per ogni 



(*) Notft stampata presso la tip. della B. Accademia delle Scienze di Napoli , 
Aà. 1889. 
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rotti! r^jt che si appoggia alle rette toiidamentHli del connesso, e per ogni punto y, 
di tal retta sì hanno le relazioni: 

se ilunquc i/j è un punto dull'ipcrboloiile di cui si vuole 1' e()uazicnc , bisognerà 
clic insieino alle equazioni (a) corsista pei medesimi valori di p^^ e di o l' e 
quasione : 

Vi y.TM + y.y4-i>ii + yi yt-pu ~ y» yrru = 0- 

Ura, ciò esige che si abbia 

Si ««.I ««.1 "u.i «»,. 

5l ««.» "«,» Ou.l «1..1 

Si «iM "«1,1 ttii,! e»,! 



«),/ 



y.yi yiyi y*y» 



-ViVi 



questa è dunque 1' equazione dell'iperboloide soslcqno della schiera corrispondente a 
punto %, . 

Ma a questa medesima equazione si può pervenire, in verità, con un procedi 
mento un po' diverso, considerando cioè in vece della schiera rigata corrispon- 
dente al punto %i la schiera rigata incidenle. ad essa; e ciò porrà più in chiara 
luce le relazioni che fra gli elementi dello spazio vengono poste io virtù del 
connesso. 

Le rette di tale schiera sono gli assi dei complessi speciali del connesso i 
quali corrispondono ai piani tangenti menati pel punto if alla quadrica 

* = 2 (a„ a (1,1,^-1- fl„ ff n„ A -f n„ B a„ ^ + o„ j a„^) Uj u^ = 

gli 

perciò fra le coordinate di tali rette e quelle dei piani corrispondenti si avranno 
le relazioni 

"t),l «I + "la.l "* + «M,S «s + ' M,* «4=0 '■,4 ^ 
n„_, II, + o,4j u, + H«^, u, + 014^411* = o r„ I 
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Ora queste cqiinzioDi devono coesistere, insieme atlii 

pei mcilcsiini valori delle », i quali soddisfanno all'equazione di ^. Dunque biso- 
gnerà clic lii risultante Tra le (^] e la {■() sia zero; e ciò, tenendo conto dei va- 
lori (1) (Ielle Ti^, conduce appunto all'equazione (ì). 

Se con A»^ si ìndica il minore complementare dell' elemento atk,g del deter- 
minante 

I o«.,'! 

l'equazione (2) puik scriversi 

y.y* £ A„,, 5, + y.y*. 2 Aj,., 5^, + y,y,-2 A,,,, 5» - ViVt ■ £ A„,„ ?, ^ 0. 

Le coordinale del piano che in virtù di questa equaziontì corrisponde al punto 
li sono date dalle relazioni 

««i = AM.(yii/t + As,,.y(yi+ A„,(y,y, -A„^,ì/jy, (t=l 4) (5) 

La superficie luogo dei punti che appartengono agli iperboloidi corrispondenti 
È la superficie cubica 

XfX^ 2 Aj^^iQ. + XiM, S Aj,_i, Xi + Xjajj S Au,,»!^, - .Tp;, S A„_^ = 

die diremo 0. Sono due rette dì questa superllcie le rette Tonlamentali del 
connesso. 

Mediante le (d) ai punti di una stessa retta appoggiata alle rette fondamentali 
del connesso corrisponde sempre uno stesso piano. Tutti ì piani clic cosi si otten 
gono sono dunque tangenti ad una stessa superfìcie Questa è la quadrica corri- 
spondente all'iperboloide 

Xj a;, + a^ K, = 

nella reciprocità lineare definita dalle Tormolc : 

0H( = A„ ( X, + Aa,_{ a;, + A„_, ce, + A,,^i CC4 

cioè, come da queste formolo cavasi 

paj, = fl.s,, 11, + (!„,, w, + ff,,.» w, + flt,,4 1/4 

fXt = flsi.t "1 + ■ ■ ■ 

P^» = flu,i "1 + . . . 

pa;» = fl„., V, + . . . 
essa è la <iuadrica 4>. 
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Ciò ern del resto a prevedersi. 

Se scriviamo l'equazione del connesso nella forma (essendo d'altronde qual. 
il tetraedro di rif. ): 

ove 9fn— (*'i"'r ~ v**"!) — Ptk {ik,tm comb. binarie complementari dei numeri 
1 , . . . , 4) caveremo da essa le formule 

X, 3 - Aj4 u, + A„ u, — Aj, «4 

^t= A««i -A„Wj- A„ti» 

33, B - A„ «, + A,4 «t - A„ «4 

X( = Au % + A,, Ui + A„ Ui 

cbe fanno corrispondere ad ogni piano il suo polo rispetto al complesso corri- 



Ad ogni determinato piano corrisponde dunque un punto detcrminato che giace 
nel piano. Viceversa, ad ogni punto quanti piani corrispondono? 

Sia P il punto. A tutti i piani della stella di contro P corrispondono com- 
plessi dì una stella, se ad uno te di tali piani si fa corrispondere il piano V po- 
lare dì P rispetto al complesso corrispondente a n, variando r varicrà it'. Però 
se n descrive un fascio , descrìverà un fascio anche il suo complesso corrìspon- 
dente , e quindi anche ic'. Fra r e it' vi è dunque nella stella di centro P una 
corrispoadenia omografica. Questa ha, in generale, tre piani uniti. 

Dunque nella corrispondenza definita dalle formule precedenti, ad o^nì punto 
corrispondono tre piani che passano pel punto. 

La corrispondenza è dunque una multipla nulla (1,3). 

Si può facilmente vedere che le qua<lriche corrispondenti ai diversi piani 
dello spazio, considerato ciascuno come luogo dei suoi punti hanno tutte a comune 
cinque piani. 

In fatti, se x^ è il punto corrispondente al piano u^ si lia identicamente 

ZUiX, = 
perciò le superficie-inviluppo 

appartengono ad un medesimo sistema lineare c«* (rete). Si hanno perciò 27 piani 
tang. comuni. Da essi bisogna toglierne i [tiani it^-O ,a;j=0 , a:(=0 (i,k,l= 1,2,3), 
i piani w,=0 , ifj-o , Xj-O (i'.&,i= 1,S,3) ed i piani HjrO , "^=0 , w, = (^ft,I = lre 
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dei numeri 1,2,3,4) i quali evid. non sono piani x, = , ir, = , x, = , <r^ = 0. 
1 piani comuni a queste sup. sono dunque in numero di 27 —33 = 5. 

(conitnua) 

VII. 

Nella teoria delle euperfìoie polari oongiunte- 

22. La superficie polare congiunta di un punto i, rispetto al connesso lineo- 
lincare: 

(1) 



m 



(3) 

É dell'ordine n e passa semplicemente per |,. Il piano tangente in questo 
punto è lungo dei punti le cui superllcic polari con;^ìunte passano per ^, (piano 
polare congiunto di §j), e la superQcie polare congiunta di ^j 6 il luogo dei punti 
i cui piani polari congiunti passano per Si'- L' equazione del piano potare con- 
giunto del punto ^i è ciò che iliventa la (3) quando si scambiano le y, nelle S| e 
viceversa. 

).e superflcie polari con}jiunte di tutti i punti dello spazio formano un sistema 
lineare oo'. Ne segue che quelle i cui poli sono in un piano formano una rete e 
quelle i cui poli sono in una retta formano un fascio. 

I) piano polare congiunto di un punto qualunque è il piano del fascio, col 
centro nel punto, del complesso cortispondente nel connesso al piano polare del 
punto rispetto alla superflcie algebrica fondamentale. Vi è dunque fra i piani po- 
lari congiunti dei punti dello spazio ed i piani polari degli stessi punti rispetto 
ad f una corrispondenza (w* - 7i + 1 , (« — I )*J. 

La superflcie polare congiunta di un punto qualunque passa pei poli rispetto 
ad f del piano tiingente della quadrica * (vedi numero precedente) che corri- 
sponde al complesso speciale il cui asse passa pel punto. La curva C base del 
fascio delle superllcie polari congiunte i cui poli sono su di una retta appoggiata 
alle rette fondamentali del connesso contiene dunque gli (n - 1)* poli del piano 
tHogente di 4> che corrisponde a quella retta. 

Una retta r è tagliata in n—\ punti fissi dalle superflcie polari congiunte 
roL. xxviit. 36 



d=y Google 



)( 282 )( 

dei suoi punti, poiché, dìcenilo 1>^ uno degli ii — 1 punti comuni, oltre P, a<l r cil 
alla supcrDcie polare congiuntu di P, il piano polare congiunto di P, contiene la r, e 
perciò la superfìcie polare congiunta di ogni altro punto di r passa per P,-. Ciò 
costituisce unn pruovu della proposizione che Incurva base C, del fascio delle su- 
perBcie polari cong. dei punii di «ma vetta si iippoi^gia a questa in n - I punti. 
Ha se ne riuava puro che una retta r è toccata da h— 1 delle supcrllcie p. e. dei 
suoi pumi. 

La curva C, 6 pure il luogo dei poli dei piani del fascio (t). E da ciò segue 
che , avendo C,. in comune con un pano del fascio (r) n* — n + I punti fuori di r 
un piano qualunque dello Rpnzio ò pìiino poliire cong di ti' — n+ I punti- 
le sup. p. e. dei punii di un piano costituiscono , come è stato osservato, 
una rete; degli n* punti base di questa ve ne sono n* - n + I nel piano, e sono 
t poli di querto. Ognuno dei rimnncnti dovendo avere per piano p. e. un piano 
che passa per esso e che nello stesso tempo coincide col piano considerato, avrà 
un piano p. c- indeterminato, e quindi apparterrà ad ogni sup. p. e. . 

Nel sistema oo* delle superficie polari congiunte vi sono dunqun n*— n'+n-l 
punti fissi, comuni a tutte le superficie del sistema. 

Il numero n*-tt* + n-l ha anche un altro significato. Considerando, in 
fatti, uno P di tali punti ed il piano tangente i; della quadrjca che corrisponde 
a quel complesso speciale del connesso, il cui asse passa per P, ic forma un ele- 
mento del connesso con ognuna delle rette della stella di centra P; ma il piano 
polare it' di P rispetto alla superficie routlauientaic f, poiché per P pat^sano le 
superficie polari congiunte dì tutti i punti , fonna un elemento del connesso con 
le rette della medesimr. stella, dunque è it' = n. E quindi gli n* — n* 4- » - I punti 
base del sistema oo^ di superficie |iolarÌ congiunte sono pure i punti che hanno 
per piano polare rispetto alla superficie /, piani tangenti di 4> cui corrispondono 
nel connesso complessi speciali i cui assi passano pei punti. 

(conlinua) 
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SULLE SKRIE A TERMINI POSITIVI 



F. GIUDICE. 



1. 

Se nel campo dei numeri razionali si prende un numero arbitrario, poi si 
prende pure arbitrariamente un secondo numero, poi se ne prende un terzo e cosi 
Tia e si forma una strie che ha per termine n""* il numero n*"" preso nel detto 
modo, è chiaro che, per quanto la serie sia protratta, si può sempre continuarla 
in modo che riesca dÌTori^entc, od indetcrminata con indeterniinnit oni prcllssiite, 
convergente con data somma; ciò si può ottenere, come Riemann ha dimo- 
strato ('), anche se i numeri dovessero esser pre.-i Tra i termini d'una serie sem- 
plicemen',e convergente. É quindi inllnitamente probabile che cosi il termine n'"" 
d'una serie costruita con numeri presi arbitriiriamenle ed arbitrariamente ordinati 
come pure il rapporto dello stesso al termÌne-(« + 1)™ siano funzioni di n che 
saltano sempre 6 sempre irregolarmente mentre n passa da un valore, intero, al 
suecessifo; ma la mente non sa concepire uni serie se i suoi termini non sono 
dati lutti ila un numero llnito di leifgi e la conccpi:<co chiaramente solo se il nu- 
mero di queste leggi non è molto gmnle, quindi lo studio d'una serie non inac- 
cessibile si riduce quasi sempre a quello d'una o di parecchie serie a termini po- 
sitivi i quali si succedono con regola semplice. Per ciò queste serie furono par- 
ticolarmente studiate e furon dati per esse dei criteri! comodi e generali, diversi 
dei quali riguardano le serie a termini positivi sempre decrescenti, alla qual forma 
sono generalmente riducibiti le serie numeriche per le quali può esser dubbia la 
convergenza. Infatti una scric a termini positivi la quale contenga un termine v^ 
che non aia seguito da nessun termine minore è certamente divergente : se la 



I Oesammelttì MalhematÌHche Werke. LeipKÌ^, 1876, pi^. 221. 
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serie a termini positivi 

r, + 1?, + 1>, + 

non sì trova in questa condizione, si dica v„ il primo termine minore di v, , 

ffl + « 4- . . . 4- „ il primo termine successivo a »„ ^ „ ^ .,, „ e minore 

di esso. Se si può fissare un numero A suillcientemente grande perchè, qualunque 
sia k, il prodotto 

*•*•«, + «, + ...+»» 
sia maggiore di ogni termine che, per posto, stia tra 

"«, + «,+ ... + «*_, - 1 8 *'n, + »i, + . . . + w» ' 
ogni serie a termini, positivi, sempre decrescenti ottenuta mantenendo fissi i termini 

*'«, *'n, + fi, ■■• "n, + », + ... + Hfc ■■ ■ 
e mutando gli altri è convergente o divergente insieme con la 
w, + w, + tJ, + 

Si dimostra senza dìdlcollfi che non esiste una Tunzione positiva f{n) tale che 
sia lim. f(n) = oo e per la convergenza della serie 

u, +\ + u, + 

debba essere necessariamente 

lim. 9i,«,<!; 

dove g sia un numero positivo dato (*). Ciò si riconosce facilmente cosi: Sia 
convergente 

u, + «, + u, + 

e si determinino i numeri sempre croscenti 



(*) V. A. Pringsheim. Hathematiache Annalen, XXXV,, pag. 344, ìiSQ. 
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u, u. 



ed i numeri a„ tali che sia 



«, + «»+... + « 



u, - 1 2 



La serie 



è convergente , ba la stessa somma di lu^ , ancorché , indicando con c^ il suo 
termine n"°, sia ? -e > g per tutti i numeri della successione ti, n, n, . . . 



Si ritenne che per la convergenza d'una serie a termini positivi 

w, + 11, + w, + 

fossero condizioni necessarie le seguenti (*) 

[iiQ.nUa = lim. n-ln = lim. n-ln-I,n = 



dove { indica logaritmo naturale ed è l^n = [-Ij_,n. Il sìg. Catalan (*■) le diede 
come necessarie per le serie convergenti a termini positivi indelìnitamente decre- 
scenti ; ma questa restrizione , auRlciente per ciò che riguarda ntf„ , come già 
altri ebbe ad osservare (*") , è insufllciente per alTermare la necessità dcltc altre 
condizioni. Infatti : sitino convergenti 



«,+«, + «,+ V, + Vt + Vi+ ■ 



{•) V, p. e, G. Novi. Analisi algebrica. Firenze, 1863, psg. 103. 

(•") Traile élérneotsìre dea séries, pag. 17. 

(***) V. p. e Peano. Calcolo differenzi ale e principi) dì culuolo integrale, pa- 
gina XVI. 
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diver^jcnlc 

a, + aj+o(,+ 

e fia 

lìiD. Ma, = 
1», > », > v^^ > a, > o,^., > 0. 

Si possono Ostare i ouoierì ioterì positi?! n, n,n, in modo che sia 

n, a < u, n, a < u, n. a < u,. 

Hi ha cosi la serie a tenoiai positi*! sempre decrescenti 

+ (« +tJ ,)+ + (a +r ) 

+ 

la quale è convergente non ostante sia maggiore di t il rapporto del suo il'" ter- 
mine al termine W" della serie dìveri^ente a termini positivi sempre dftcrc:icenti 

a, + 0, + Oj + 

Se è 

■ < 

" nlit " a" 

si ottieni}, per la determinazione dei numeri n„ 

», + »,+ ... +».>c"' + "-*--'+"^ 
per cui basta fare 

n, > e ii, + ti,>e ti, + n, + ii, >e 
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In iinrlieolnrc p. e. , avendo v^ il significato detto sopra, ò convergente la scric 
a termini positivi sempre decrescenti 

(fil * "■) + (ria + "=) + (sTiF. + "■) + (jTif. + "•) + iirìT' + «■) . 
*■ ■■^iìTii- *"••) + iifìì- *"") + ■ • + (yrW' + '■■■•) + 

sebbene il prodotto del suo termine n*"" per uln sia maggiore di 1 per tutti j 

{2") 
valori di n della forma 2 

Ciò inette in e^idenEa l'importanza della seguente proposizione della quale, 

appunto per le cose dette ora, non è da aspettarsi un'ulteriore estensione. 

Teorema I. — Se — è il termine n»" di una serie divergente a termini po- 
sitivi sempre decrescenti ed «, k il termine n"" d'una serie convergente a termini 
positivi sempre decrescenti, per quantn graqde sia fissato il numero, intero, K , 
dopo qualsiasi termine della successione 



se no debbono ancora trovare più di K consecutivi tutti minori di un numero po- 
sitivo É (Issato arbitrariamente piccolo. 

Dimosimzionc. Se si potesse fissare un intero positivo H abbastanza grande 
pcrcliù poi si possano determinare gli interi n, v^ n, . . . tali che .sia 

«, .^i!t <n, < . , . "^ -«^ >s "n-"n-l<*' 

essendo 



w +« +i( +... + « >J-(r— + ;;— + r-+--+ ;: — ) 
«, «t "i «n V%, "-n^ "n, "»„/ 

t / \ ì 1 1 \ 1 \ 

per cui, essendo divergente — + — + , dovrebbe esser divergente anche 



d=y Google 



)( 288 K 

Teorema IL Se 

II, + w, + Wj4- 

é una serie a tei mini positivi sempre decrescenti ed nti, non tende al limite Ecro, 
essa serie è divergente ('). 

Dimostrazione. Se nu^ non tende a lero, possiamo fissare e sufRcientemcnie 
piccolo perchè dopo qualsiasi termine della serie se ne trovino ancora di mag- 
giori di e. Per ciò, comunque sia fissato m, potremo determinare m tale che sia 

iii>2n mu„>s. 

Essendo u„ > u„^., , avremo cosi 

««+. + "«+1 +...+«„ >(m - n)-u, > I . 

Adunque, il resto della serie non tende a zero epperò, pel criterio generale 
di convergenza e divergenza, la serie è divergente. 



Teorema I. Indicando con tg ì logaritmi di data base mnggiore di 1 e con 
1 un numero positivo qualunque duto, e 



Dimostrazione. Per ojjni valore di x non minore di 1 sì pn£» determinare l'in- 
tero n in modo che sìa 



n"<ac < (n+ 1)"*' 



ed avere cosi 



((ffO!)" (»+ ir-[(g(n+ 1)1' 



(»+i)-^'r 



(•) La funzione «u„, per w, termine generale di segno qualonque d'nna serie, 
fa stndiata dal prof. E. Cesùro. V. Nonvelles Aanales de Mathématiques , 1888, 
pig. 49. 
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Da questa relaEione si riconosce i in mediai amento cbe col tendere di x , ep- 
però anche di n, all'infinito, tende all'infinito anche - — 1= . 

Teorcma //. Se z è numero positivo o>l I indica logaritmo naturale, è 



Dimostrazione. Si ha 

per cui» se è z > , è 

..>,+, eA<, + -i_+(^y+.,, 

ossia 

e* > 1+2 c*^ < 1 + z 

da cui, essendo z positiva, si rìcaTa 

l{\+z)<z |(l+z)> — . 

Corollario /. Se è 

a>0 p>0 i+a = (l+P)T. 



Corollario 77. Se è 

a>0 p>0 t>0 Pt 

deve essere 

, + i.L«,+j),<jJ_, 

Teorema HI. Posto 



37 
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ha 

— ; — '^ ~ ""-■ . < i,a, - f,a,_, < , — ^^?«J — 

Vimoglrazione. Sì ha, pel teorema precedente <*) , 






1 



Applicando ripetutamento questa relazione si troia 
«■-«■-I 



i,a,— (.a,,., < 



iì ha pure, pel teorema precedente , 

I 

Applicando questa ripetutamente si troTa 



a,-la,-U«,.....(,_ta« 
Teorema IV. Se è 

*•>«•-! )im.o, = ac lira. -5 ?-? r^ 



(*) V. niiiBfl Dini. Giornale di Battaglini. 1863, pag. 166. 
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)a diiTercnza sempre positiva, per n grande abbastanza, 



a.- la.' La,-... -La., V, «- — «-_. f, ì 1 






dWìeae infinitesima almeno di 2" ordine relativamente ad 

Dimostrazione. Supposto n abbastanza grande perchè sìa reale I,a,.( > si 
ha, pel precedente teorema , 

(.««-', «-. > °;'° — ; . 

Da questa si ricava 

««•'«n-'l'*»' ■■•■'.«■> ««-'«Il* ■"■'.-* «■■'•««-! + «'«-«»-r 
Applicando questa ripetutamente si trova 
««■Ict«-I,o.....-(,o,>(a,la,- ..../,_,«„. !._,«,_,+ o, -«,_,).(,«._, 

+ ««-«.-i> 

> «i,_rl«i,_i'.-.' ',««_! + («ii-B|,_,)-{l«a-r'i«ii-i ■•-••'!*«-) 
+ 'i««-i'i««-i'-"-',a«-i + - + '.-i«»-r'i««-i+ '.«,-1 - 1) 
da cui, dividendo per 0Ca-i''^-i''i^-i*-'-''i'N-i > "■ ricava 
a.-la.-...-L_.a„-t,a. 



9,.,-l«»-."-''.-l«B-.'.an-l 



— ^'-(1 +, + , -, 



Si ha pure, pel precedente teorema , 

'.«« -- '•«■-I < i r ^^ — i 

«„.,. lo,.,. ',«■-,•. ■•',_,«»,, 

e da queiita si ricava : 

i?^ < 1 + 3i^--. 
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per cui è : 

»-:..!:;:i::::;::'t.- < (' * -e^)- (' - ^rfe.) ■ ■ ■ ' 

Il secondo membro di questa eguaglianza si può scrivere 

' * ^d^- ^ ta^; * iiTT^c. ''■•••' '».-,-/.»-.-.-i..-y '' 

dove Sa, è quantità positiva che tende ad I col crescere di n. Si può quindi 
porre : 



'•■''■•-■'•^- =i+''--'-'.(tf-L- + 1 

+ +___l__^+l...(?a:iiv,y 



doTe Sa_, è quantità che diviene inDnitesiina almeno di ordine logaritmico relati- 



Diremo che una serie divergente k meno divergente d'un'altra se col crescere 
di n il rapporto della somma dei primi n termini della prima serie alla f^orama 
dei primi n della seconda diviene infinitesimo (•), e diremo che una serie con- 
vergente ò meno convergente d'un'altra se col crescere di n il rapporto del resto 
n"" della prima serie al resto n"" della seconda diviene infinito. Si possono for- 
mare molto facilmente serie meno divergenti di una data serie divergente : se è 
8, > lim. d^ = 00 , è meno divergente della serie 



«1 + ih - «il + ih - h) + ih - «lì + ■ 



(") V. E. Ceflàro. Acc. dei Lincei. Seduta 5 Febbraio 1 



d=y Google 



K 293 )( 

quest'altra serie divergente, p. e. ,'(3> Teorema 1), 

(s, + (is. - (s,) + ((K, - (s.) + . . . . 

É altrettanto facile formare serie meno convergenti di una data serie con- 
vergente : se è Oh > lim. 3„= 0, è meno convergente della 

(<J, - 0,) + (9, - 0,) + (fl, - cO + . . . 

quest'altra serie cotiTergente, p. e. , 

Quest'osservazione permette di formare successioni di criterii dì convergenza 
e di (livergenta tali che ciascuno sia decisivo per infiniti casi lasciati dubbi dal 
precedente criterio oltre che in tutti quelli pei quali questo ò decisivo. Per questo 
scopo servono le seguenti proposizioni notissime. 

Teorema ì. Se è convergente la serie 

ti, + Wj + «, + u^ + . . . «n > 

ed è 

è convergente anche 

p, + Pi + ©i + e* + . . ■ . 

Dimostrazione. Sì ha 



1 v„^, 



f- /M-J.1 ti,*, 1l_._ \ 
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d;i CU', pel criterio generale Ai convergeiiEa, apitunto si riconosce clic, es-ìendo 
convergente la serie Ji terinine ii"^ «,, 6 convergente quella di termine n™ o», 
essendo per ipotesi -2^-lil^ . . , ^^Ei , 
Teorema //. (•) Se 

w, -1- w, + «, + Uj + . . . 
è una serie divergente a termini positivi ed è 

è divergente anche la serie 

f, + «, + t>3 + P^ . . . 

DifliOiìfraztonc. Si ti;i 
«»., -t- Wb+i + . . . + t>„^.„ = ^- . ('^ + 5-^*f- + . . . + T fl^-"-fl— ) 

5^' K+. + «»4I + ■ ■ • + ««+„) 

da cui appunto si riconosce che, essen'Io divergente la serie di termine u""if., 
6 divergente anche quella di termine n"» «„. 



Molte successioni di criterii sono note ed inGnite altre potrebbero esser co- 
struite : qui. valendoci dei precedenti risultati, daremo In successione pili impor- 
tante ili criterii di convergenza e divergenza per le serie a termini positivi e la 
diiremo sotto le forme riconosciute [:iù convenienti per lo appiicniionì. 

Tforevia I. Se è 

«n > «B-l l'"!' «o - *■ p > 



(*) Per TÌcoDoscere se — — ^ finisoa per serbarsi monotona, può esser utile 

nioltìplicarU per una conveniente funzione positiva, p. e. crescente indefinitamente. 
V Pringsheim; Matlieroatische Annalen ; XXXV,, 1889, pag. 306. 
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ed inoltre per avere soli termini positivi, si suppone p abbastanza grande perchè 
sìa 'i[.iP>lt è divergente la serie 



ed è convergente 

DimOBlrazione. Si ha 

(t.ap+i-'.«p) + ('.«Wj-'.'h-i) + • ■ • + {'«««-(.a,-.) = ì.«»-',Op 
lim. I,a„ = 00 

per cui è divergente la serie, a termini positivi, 

e. V" - 'i «P> + C' «P+» - '. "i*-') + ■ • ■ 
epperò, (3, Teorema HI), è divergente, a maggior ragione, la serie 

'Vf 'p 4 °p-^' ~ ^>* ' + 

Op-iapljOp-. . .'/...ap «,H-r'S+i'- • •■'«-t'Vt 

Ponendo in questa h+ i ia luogo di s riconodciamo dimostrata fa prima parte 
del teorema. 
Si ha 

/_! _ì_\ (J_ I \ (_\ LW-? — 



per cui è convergente la serie 

e la sua somma è -j . É quindi convergente, a maggior ragione, (3, Teore- 
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mi I e 111) , la serie 

"p - «p-t , "p+i ~ "p . 

<love si può porre A+ 1 in luogo di s. 

Corollario /. È divergente, <i , Teorenaa II ; 3 , Teorema IV) , la serie a ter- 
mini positivi 

«, + u, + w, + . . . 
se , essendo 

«„>a„_, IJm.o„ = oo 

sia, per tutti i valori dì n maggiori d'un numero assegnato p , 

Corollario //. É convergente, (4, Teorema I ; 3, Teoremi III e IV), la serie 
a termini positivi 

«I + «I + «s + . . . 
se , essendo 

«B>''«-i lìm. o, = w 

sia, per tutti i valori di n maggiori dì p , 



"• 


> 


«.-. 


-«.-■ 




1 


-».-, 



dove E sia numero fisso- 

CoroUarto ///. Se u„ è il termine generale d'una serie a termini positivi ed 
è, per tutti i valori di n . 

in cui a, (T( aj . . . siano numeri determinati, la serie 
U, + W| + 11, + . . . 
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è conTergente, o (iivcrgeiite, secondo cbe è positivo, o iiegatiro, il primo numero 
non nullo della successione 



Ole un tal numero csistn. 

Corollario IV. Se u„ è il termine n"' d'una serie a lermiaì positivi e si pone 

V» : tt„+, = i,'" n . (X,!") - 1 ) = !,"> In ■ i X„<« - I ) = X,'»' 

'i» ■ C^»'*' - * ) = X,<« /,» • (X,"> - 1 ) = X^(*) 

U serie 

ti, + «, + u, + . . . 

è convergente, o divergente, secondo che si ha, per tutti i iHlori dì n maggior 
d'un numero determinato, X,<*' > 1 + e , oppure X,i*'<l , ove ciò ai vcriDchi e k 
sia intero Asso ed t un numero po.sitivo assegnato. 



11 più importante criterio generale elementare per la convergeva e diver- 
geva delle serie a termini positivi è certamente quello dato da Kummer (*). 
11 sig. DI ni ne ha mo<lincato convenientemente l'enunciato ('*i. Daremo qui il 
criterio di Kummer in furma anche un pochina più semplice di quella datagli 
dal sig. Dìni ed avremo ancora l'utile di porre meglio in evidenza il suo stretto 
legame colle identità Tondamentali alla teoria delle serie 

(«, - «i) + (a, - a,) + . . ._+(a,.,-o,) = o, -ot, 

a, + (a, - a,) + (a, - a,) + . . . + (a, - «,_,) = a,. 

Ricaveremo da esso alcuni criterii particoliri, alcuni dei quali sono gii contenuti 
nei precedenti risultati. Daremo infine un nuovo criterio gcnenile di convergenz» 
(li sorprendente semplicità il quale <là , per tutto le serie a termini |>oaitivi , la 

funtione — ^ mollante una Tunzionc arbitraria di n soggetta ulla sola condiziono 

"■+1 
d'aver sempre valor positivo. 



(*) Journal de Creile, 13 Band. pag. 173 e 174. 

(**) Annali delle Università Toscane. Tomo 9*, pag. 43. 

TOC ISVIII. 
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ÌVorema 1 Perchè sia coiiTergenté la serie a termini positivi 

w, + «, + «,+ ... 

è GufllcieiUc e necessario che esìslii una Tunzione semi>re positiva 9, tìile che sia. 
per tutti i Valori di n . 

fìimoxlrazione. Se la prcccJenlc uomlizione è veririciita, s\ ha 

«B+i + "«+1 '1- ■ ■ ■ + "«*» <<tm '■ <fm*H 

per cui, indicando con a il limito a cui tende, col crescere dì n, la quantità ;* 
che decresce sempre mantenendosi positiva, si ha 

il^^ ""+' ■•" ""+» + • ■ • + "»+« <?«,-«< <fm 

e con ciò resta dimostrato che per la convergenza della serie a termini positivi 

», + «t + Uj + . . . 

è sufficiente che esista una ?„ tale che sin 

"rn > ?fl - fu*) > "«+1 n = 1 , 2, 3. 4, ... 

Supponiamo OiH clic rultìiiia serie sia convor^enle ed indiehiamo con r, il 
suo resto ti"", poniamo cioè 

'■« = »«*! + W„„ + «„+, -I- . , . . 

PongaBi 

e si nvrà 

Adunque, se è convergente la serie 

u, + «, -f- w, + . . . 
esiste necessariamente una funzione positiva 9,, anzi ne esistono infinite, soddi- 
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sfacente In relazione 

9» - 9ii+t > 1*rn-i ■ 

È chiaro die In conTcrgcnza della serifl sarebbe assicurata ancbe se si po- 
tesse costruire una funzione posìtiiii i^„ soddisfacente la relazione '{'„-'}',. + ,>",+) 
per tutti i valori di n maggiori di un numero assegnato; anche oÌ silTiitie fun- 
tìonì ne esistono inlìnìle : una iji„ soildisfiicente la relazione ^^ - ^„^^ > if^,, per 
n maggiore lii hi si può ottenere da una 9„ facendo <{'„ = ip, per n >m è fìssando 
arbitrariamente «l'i 4^1 ' - ' '{'» ^'^ u"'< ?» ''■ P*^^ ottenere da una ò. che soddisll 
la delta relazione 4>er n maggiore di in facendo f^ = (jf^ per n > »i e [Issando con- 
venìentcnì<inte 7, 9, . . . 7^. 

Teorema //. Perchè sia divergente la serie a termini positivi 



è sufllcicntt! e necessario che esista una funzione sempre positiva 9^ tale che sia 

Dtm OS frazione. Comunque sia fissato n, anche se la funzione f„ non diviene 
mai monotona, essendo lim. 7, = e ?, > per ogni valore di n, si deve poter 
Issare m maggiore di n e tale che sia 

?»>?«+» A = l. 2,3,4,... 

Avendo cos] fissata m, si avrà, se sussiste la relazione posta nel teorema, 

9- - ?«+p<9»-w»n-. + ■ - • + 7«^.p-,■■^^„+p < ?.■("»*, + ■ • ■+■«■+„) 
da CU) si ricava 

"«+1 + "«.+» + . ■ - + i'„+p > 1 - y^ 

pir cui, essendo lim. cp„^p - 0, si potrà prendere p abbastanza grande perché sia 

p=» 

"m+l +««*»+ ■ ■ • + »m+p> ' 

ed , essendo n < m , siirii 
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Siccome n poteva esser Rssato comunque, eì trcva cosi che il resto della serie 
non tende a zero per cui resta dimostrato che per la divergenza della serie a 
termini positivi 

u, + ti, + Uj + . . , 

è sudlciente che esista una funzione positiva ?. tate che sia 

lim. 9, = ?" " ^-+* < », , ,. 

Supponiamo ora che l'ultima serie sia divergente ed indichiamo con 8. la 
somma dei suoi primi n termini, poniamo cioè 



0<i.^V.<» 



~ liti < -Si! < u 



Adunque, se è convergente la serie 

«, + «, + «,+ . 



esiste necessariamente una funsione positiva 7, , anzi ne esistono infinite , sod- 
disracente lu relazioni 

lim. ?, = ^"--V' gu 

9n 

È inidile osservare che la divergenza della serie è assicurata anche se queste 
relazioni sono verificale solamente per tutti i valori di n maggiori d'un numero 
assegnato essendo noto, ed evidi^nte. che non si altera il cariittere d'una serie 
sop|<rìmcndone arhitrariamente un numero finito di termini. 



presenti, la seconda volta, i teoremi 1 e III del numero 3, si riconosce che : 
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Se p è un numero positivo dato ed è (') 

^>i < "m 'ini- >■ = * 

è (livergeDte In serie 

gt-g, gj- g, «4 — gj 
a, "gj ~dÌÌ 

eJ è confergente la 



Corollario II. ('•) Facendo una volta 9, = p, ed un'altra volta iii, = l : ij- e 

tenendo presenti, la seconda volta i teoremi I e IH del numero 3, si riconosce che: 
Se p è uD numero dato positivo ed i 



è divergente la serie 



ed è convergente la 



ì.i-p s.'"P 



TeorevMi III. Se è convergente la serio a termini positivi sempre ilecrescenti 

u, + u, + «, + .. . 

e fc, fri /r, . . , è una successione di interi tali che, essendo a un dato numero, 
sìa per tutti i valori di n 

fc_ : A, . , < a < I 



(*) Per il caso in cai p sia fanzione che diviene iii6niteaima. V. Dini, Annali 
delle Dnivereità Toscane, IX, pag. 56 — V. anche Dirichlet, Teoria dei numeri . 
tradolta da A. Faifofev; Venezia, 1881 ; pag. 800. 

(") Sì potrebhe considerare «, come somma dei primi n termini di una serie di- 
vergerne e /^H come »■"* resto d'nna serie convergente, a termini positìri. La propo- 
sizione del Corollario I è di Abel : {Envrea, II, pag. 198. La prima parte del Co- 
rollario II è del Dini : Annali ott. , pag. 45. 
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è cunvergeiite anche la serie 

*, „jj_ * Ir. ,.j,+*.Uj_ +..... 

Diimtslrazioiie- Essciidn con-. erge ii le S», sì può Jetenninaru, {Teorcinu li, 
uiiii runiione sempre puaitivii !p„ tale J;i aversi <f„ — f„^, > t'„,i cppcrò 

(Ih cui, facenUu 9 : (I - a)^^^, si ricava 

la quale assicura, (TeoreniH I), la conTergensa di Zk^v . 

Teorema IV. (*) Se è divergente la serie a termini positivi sempre Mecrescenli 

«, + Wt + u,+ . , . 

ù k^ h^k, . . . è una successione di interi tiili che, essendo g un dato numero 
positivo, sia per tutti i valori di n 

I > k„ : ft„4, > p 

è divergente anche la serie 

* fc, 'Ai 'A, 

j)j ni osf razione. Si può determinare, (Teorema II) , una funiione sempre po- 
sitiva ?a tale da aversi 

epperi) 

'^*»"'^*n+l ■ W + 1 "^ 



• + 9i. 



"^■'^"■w^^*; i '''""'<. 



(•) V, Cnuchy, Aiialyse Alyébrique, 1821, pi^. l'S-Dini, Annali cit. , pa- 
gina :S. Verbali delle seduta del Ciré. Mnt. dì l'alorrao, 185)0. 
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(la cui, facendo 5, =4'a. si oHione 

Questa assicura la UiTergcnza, (Teorema 11), della 

1 -p , I -^ , 

cpperò imcbo della 

'■•"*,+'■"*,+*■%/■••■ 

Teorema V. Perchè sia convergente la serie a termini positivi 

M, + W| + l'j 4- . . . 

Ì! suflìctentc e necessario che si possa determinare una rnnztoDC positiva n, tale 
elle sia 



Dimoslraxione. Se i 



^5 <...(! +-Ì-). 



è pure 



Questa prova esser sulììcienle. (Teorema 1) , che sussista la penultima relazione 
per la convergenza, della serie 

W, + », + Hj + . . . ■ 

Se invece è conosciuta innanzi la convergenta di questa , nocessariainNitc si 
può soddisrare la precedente .relazione pcreliè, facendo 

'■» = ««+. + «»*»+■ •■ «-=^^»~ CK^„<^-+,<1 

si ha appunto 
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Daremo ora un altro criterio ilovuto h Cauchy (*), tnnlto importante ancor 
esso per riconosrcre la conrerifenza e Oiver^ienza delle serie (**) e spesso Appli- 
cabile convenientemente al calcolo di somme. 

Teorema. Se ^(.t?) è funzione positiva indeQnitamente decrescente con -, ed 

essendo 6 un numero positivo arbitrario non maggiore di 1 ed A e B due numeri 
positivi dati, sia sempre 

A<f(!r+6): Aa!)<B 
la serie 



è conrergente, o divergente, secondo che 

no . inflnitcsimt 
attribuire ad ni. 

Dimostrazione. Si ha 

ma è 

r(x) > ■ < A -Adi - 1 + ex {{n) < B-n» -1 + 6) 
opperò è 

per cui, posto 

«» = AI) + r(2)+.- ■ + r<'*) 
si ha 

A-/ /'(ir)-(fcr< 8„+«-«, < B-l f(x)-ilx. 

Con questo risultalo, dove m pub crcsc: re indcflnitameiitR in modo arbitra- 
rio, resta dimostrato il teorem;i, pel criterio generale di convergenia e dìvergensa. 

Palermo , Maggio 1890. 



(*) Exercioei d« Mathématiques, II, Fai-is 1827, pag. 222. 
(••) V. p. e. Abel, (Envres, II, p^. 200. 
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PRODOTTI INFINITI 

PEB 

F. GIUDICE. 



La t.eoria dei prodotti inGniti si fa dipendere da quella delle serie (*). lo 
credo opportuno far conoscere due teoremi clic sono utili per uno studio diretto 
dei prò lotti infiniti e che, riuniti, fonniino il teorema corrclutivo di quello dato 
da Kummer per le serie u termini positivi. 

Tvorcma I. Perchò sia converf^cnte il prodotto infinito , a fattori tutti inag- 
•{ìorì di I , 

01, ■ a, • 0,-0, «B > 1 

è sufficiente e necessario che esista una funzione ?„ di falore sein|ire maggiore 
di I e tale che sia. per lutti i valori di n , 



Dimostrazione. Se sussiste la precedente relazione ed è sempre ¥„>! ìji^>\, 
si ha 

?» > ?i.+i «»+r««« • • • • • «l.^■,<^ < 9h. 

onde, pel criterio generale di convergenza relativo ai prodotti infiniti con fattori 
lutti maggiori di 1, è convergente 

a.-a, o,-a, 

Resta cosi dimostrato che la condizione enunciata nel teorema è succiente. 



(*) V. p. e. Cnaob; ; Analjse algébrique , 1821 , pag. 561 — Lipachiti ; 
Lehrbnch der Analysis, Erster Band. Bonn 1877, pag. 511. 

voL. iirin. 39 
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Supponiamo ora che sin ct^>i, per tutti i calori di ti, e che sia convergente 
il prodotlo inOntto 

a,•at■aya^ 

Esisterà nncessa riamen te una funziono soddisfacente la condieione enunciata nel 
teorema, anzi ne esisteranno infinite, perchè posto 



perchè appunto sin 

Teorema //. Perchè sia dìvert^ente il prodotto inHn'to , a faltori tutti inag* 
giori Ai 1 , 

a,-a,-a,o, «n> ' 

è sudlctente e necessario che esista una funzione if^ di valore sempre maggiore 
di I e tale che sia, per tutti i valori di n , 



(9. : <P-+.)'*' <«-+! Itm.?,= ). 



Di'tn08(r{t?ione. Se le precedenti condizioni sussistono, si ha 



Ora, essendo 7b>I lim. f^= I, si pub sempre fisiare n più grande che un 
numero dato innanzi arbitrariamente e tale che ip, - I aia maggiore di ciascuno 
dei numeri (?„+, - 1 ?,+, - l f,+t -!...; essendo cosi fissato n, si avrà : 



epperò : 

1 
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In fona delle ipotesi, comunque sia flssBto n , è 

liin. [(<p, - 1) : ^" ~ '^"*'" 1 = 1 

per cui, essendo 

1 
lim. ll + (9„-l)l'^»"^ = fl = S,T . . . 

potremo sempre fissare m, dopo che n sia dato, in modo che sia, p e. , 

«.+r«»+»- ■ - ■ ■«»+».> 2 
omle, pel criterio generale di convergenia e divcrgciua, è divergpnte il prodotto 



Itcsta così dimostrato che la comlizionc enunciata nel teorema è sufUcicnte. 

Supponiamo ora che sìa ii„ > 1, per tutti i valori Jì n, e che sia divergente 
il prodotto 

oi,■a^•ai^a^ 

Esisterà necessariiimcnte una Tunzione soddishcente la condizione enunciata 
nel teorema, anzi ne esisteranno inflniie. Infatti pongasi 

<p,= l + ^ — ~ I < A, < a, Pii = «('^i*-*'«B 

sce;;liendo k„ in modo che sia convergente il prodotto infinito k,-kt-...-li^ , ep- 
però lim. k^=^i, e si avrà 



, [(•, , t.-t.-.-W -t -K . /, k,-K-...-k, t.,,y..t......t.i 

l^ P, ' ' ^ I'. »,♦■' ' 
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ma si t dimostrato che, per 2 > 0, sì ha 



per cui è 



««■1 



epperò è 

1 

I™ (7=-)'"'' <".♦.■ 
Almeno a partire da un certo valore di », sarà quindi 






Ciò, sebbene assicuri gì& la «lifergenza del pro<lotto inflnito, non prova ancori. 
l'esattesEa del teorema; ma questa si riconosce subito per le seguenti osserva- 
lioni. Supponiamo che sia 






solamente per n?m. Se è 9„ - 1 =a , si determini la costante 6 in modo rtie 
sia, per n < ni, (I + b)° < a. e poi si determini una (|i, tale che sia 

Kt—i : »■.<'+! 
e per n < m , ancora sia 

1 <tl',-i : 4», <6+ t. 

Si faccia tn eguale a (Itn , per n < m , ed a ?. , per n>m , e si avrà , pri 
_1 

f.>' (é:)'^"''*'"*' 
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e sarà inoltre 

lìm. /', = )ini. 9,= 1. 

Calcolo approsBimato dei prodotti infiniti numerici. 
Sia a„ il fattore generale di un prodotto infinito, non nullo, convergente; sarà 
lim. a.= !■ 

Sarà convergente, come è noto, la serie die ha per termine generala a, — 1 ep- 
però, se tende ad un limite n-(a„— \), sarà 

lim. t?(«, - 1) = 

per cui , se sia possibile sviluppare a, secondo le poterne ascendenti di -i , si 
dovrà avere : 

, *, k, k, 

^ n' 11» II* 






Pongasi 
li avrà 

= 1 + — + (Ci + ft, e, + *»)■-; + (r, + A, e, + fr, e, + *,)■-= + . . 
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Pongasi 

n, = Cj + /(, e, + /f, 

«» = (■» + k, e, + »!'•, + fc. 



"!«+. = c.„*, + A, e,» + ft, c,,_, + . . . + ft,, e, + A.^^. 
ed essendo 

<^^-''l = (-^r'".^■(-t)^"*■a-l)o.+■■+~J-~^ni-, + ^X-l)nl_, 

si nTraiiiio co^ì ìm equazioni liiiciri nelle i miete rmm<i le <?,«,... u,. le quali sì 
detenni ni! ninno cosi mollo fiicilmente , so siano conosciute A^ A, . . . , perchè U 
prima equazione contiene solo », , la seconda contiene u, ed a^, la terza con- 
tiene a, Oi ed H| , ecc. 
Dopo ciò, si ponga 

n* + h,-n'*-* + ... + b„_i- " f fc.. _ f "L. '^ 1^ 

!('" + <(,■«•-' + ... + ii„_,-n + (i„~'''''"^ ■*" H "^n* '•"»?"'" 

e, seguendo Ruinmer (•), si determineranno facilmente d, d, ...d^ 6,0, ...6^ 
mediante le 0|ii •••"(«■ t'^ trovate. Si sarà cosi determinata ta funiionc fratio] 

naria f tale che sia lìm. 9,= I e die ¥. — «,+t'(p,*i , epperò anche -^-a.*. . 

divenga inSnitesima di ordine 2ni + 3 rispetto ad — . 

Per mezzo della tp, si potrà calcolare un valore approssimato del prodotto 
«l'OfR, ... e l'approssimazione si potrà ottenere quale si ilesidera calcolando 
convenientemente ?.. 

£9empto Si voglia calcolare per approssimazione il prodotto '*(.-;)• Si ha 

ns) ='S ( rrx— 1-3;,.-! ) 

_ 2^ 4a M 

" I3'3-5'S.1 "' 

i'ì t'relle's Journal, XVI, ln'Jl, |iiig. -^06. 
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Pongati 

«* + a» + 6 , a, a. a. * 

e li avrà 

in» , a, / 1\ 1 /S n ^ 1 / 5 13 

-^3«,+a.+ l).l+(?ia,-^«,.^«,-*a.+a,).l + 

Pongasi 



I 5 11 83 

''- 1 "'"32 °"-Tl8 "'"ms 

per cui dovrà essere 

1 5 t j i 

,-,c = a 32+4 + '' = '' 

US d „ 83 11 S , „ 

il8 + 32-''+i = ° 2in8 + TS8-" + 32-'' = '' 

epperò 

8 ,23 7 ,15 

"'-8 ""Si "'-% ' = 61 



" 6lii" - 12ii + 23 



; " + in' + ili? + i096u' - 224011" + 5i9n'' 



Si ponga 
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0^.^i)'"=- 



M 3IJ K 



225 

16384n< - 8960»' + 2116»'- 22V 



ei], essendosi dimostralo clie se è a > ^ > 1 + ac = (1 +^)'' deve essere 
a I 



sarà 

900.V 



0<». 



)638»n< - 8960n' + 2 1 I6ii' - 525 
per cui <' puro, comunque si fissi l'intero positivo m , 
IC38ln'-e960»*+ 1216»' -225 



I6384ii'- 896«ii'+ 21 I6ii' - 225 
epperò , posto 



< ' - *.« < ' 



"tn'-l 4(11 + ))■-! t(n + 2)>-l' 
16384«" - 8960»' + 21 16«> - 225 



Per n= IO si ottiene 



Cd , essendosi Oimostrnlo che Ee6a>0^>OY>9 deve essere 



181050,2376 I03?5352068922 
''" ^ 1113253S054892Ì! 
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|ier cui. essendo 



3" 1 3' 3.5 n-19''"~ 2801136415'' 



t.510U62<ì< 1,5101965 
epperA 

r' (j)=n = 3,IH59ì 



Per avere = con l'approssimazione qui otlenula di 0,0000003 mediente cal- 
colo diretto, si dovrebbero moltiplicare più di un milione dei primi fattori del 
prodotto 

» 16 36 61 

3' I5'35'61 

come si può riconoscere dalle 



Giugno INO. 
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ANNUNZIO BIBLIOGRAFICO 



Marcii. GIACOMO AHTINOBI — Lm'oni di Algebra elemcnlnrc . sccomlo ì recenti 
Programmi inìnisferiali — Voi. 1" — Citlcolo Algebrico — Equazioni e disugua- 
glianze ili primo grado ~ Paravia e C." — 1890. 



Questo primo Volume delle Lezioni di Algebra, pubblicate dall' Anti nori , 
insegnante di Matematiche nel R. Istituto tecnico di Perugia, le quali comiircndono 
il Calcolo algebrico, le equazioni e le disuguaglianze di primo dirado, non vanno 
confuse Ira le solite raiTazonaturc drgli Elementi dì Algebra, clic tultotil vengono 
alla luce, e un llliro invece ben pensato, scrìtto con metodo, con ctiìarezza, sem- 
plicità e rigore mirabili ; è in sostanza un libro scobislìco nel quale alla scrupo- 
los't esattezza vanno unite la maggiore chiarezza e scmidìcità. Molto importanti 
e giudiziose sono le osservazioni sulla discussione dei problemi di primo grado , 
e netr interpretazione dei valori singolari delle incognite. L'autore ha dìstìnlu, 
contrasse^^nandole, quelle poche lezioni, e quei paragraO di qualche lezione, che 
non sono dì sìtretta necessità in un corso elementare In fine di ciascuna lezione 
!-on poste alcune doniiinde, come riassunto della medesima, che riusciranno utili 
allo stu<lcnte che le proporrà a se stesso, dopo aver letto, mcdìlato e compreso 
quanto in ciascuna lezione è stato svolto. Dop < le domande vengono diversi cscr- 
cizìi appropriati a ciascuna lezione , traiti dalle migliori raccolte di tal genere. 
L'autore inoltre si è giovato nella compilazione del suo libro dei più recenti trat- 
tati di Algebra. Nella fiducia che la rimanente parte delle Lezioni di Algebra, che 
l'Antinori andrà a pubblicare, avrà le stesse pregevoli qualità dì quella già 
pubblicata, ai avrà nell'insieme un buonissimo Corso di Lezioni di Algebra ele- 
mentare per le Scuole secondarie- 
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INTOKNO ALLA RISOLUZIONE ALGEBRICA DELLE EQUAZIONI 



O. T O G N O L r. 



]] problom» della risoluzione <li un'equnzìone at<jebrìca. per mezzo ili raijicali, 
si luò gìtislnmcnte considerare come un CRlfbrc probinmii deir<nl;ji?br<i. 

Gdlois. ponendo per bnse delle sue ricerche la Teorica 'Ielle Sostituzioni, 
ftuHìò a fondo questo problema ; e l'esame dei lavori di questo grande Geometra 
ilella Francia, piova com'egli in mo 'o (lalese lo risolvesse, specialinente per l'equa- 
zioni irriducibili di grado (irimo. Questi lavori dì Galois si possono leggere nel- 
lultimo Trattato sull'Algebra Superiore, del valente e compianto Geometra G- A I- 
Tredo Serret 

A bel, col suo grande genio, compose sull'argomento della risoluzione alge- 
brica dell'equazioni delle stupende memorie; ed i lavori dT Galois e di Abel , 
trovarono poi dei valenti interpreti in Liouville. Hermìte, Kronccker, 
ed r.Uri 

Io sono quindi disposto, dopo quanto se ne sa su questo argomento, ad am- 
nR'Ilere, clic ai provetti nella scienza possa sembrare Torse inutile l'opera di colui, 
che senza arrecare un contributo di nuove scoperte nell'argomento medesimo, 
avesse per iscopo di ricavare, per una via piCi agevole di quella seguita da altri, . 
ciò che nitri ha già detto ; ed app^irirc a|>pena di qualche utili!à, quando una tal 
ojiera mirasse piuttosto a porre una pro;iosizionc importante sotto un enunciato 
meglio ilelluìto di quello, che essa si presenti in precedenti lavori. 

Questa notarella è pertanto declinata a stabilire la cnraHerixIica che deve 
possedere un'eijuazione algebrica, perchè ella sia risolubile per radicali. Contiene 
anche, incidentalmente, una nuova prova didla verità (l<'l teorema, scoperto per 
il primo da Abel, sulla impossibilità dì risolvere algebricamente l'equazione ge- 
nerale ilei grado superiore al quarto, teorema la cui dimostrazione fu in qualche 
punto semplillcata ila WantzeI, sull'ei'cmpiu del quuie A, Scrrot la riferì 
nella citata sua opera- - . . 
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A <|iieste duo dodiiziunì io tì giungo impiegiindo due antichi teoremi della 
Teorie» delle Sostituzioni, in molo Tacile e semiilice, ma clie tuttavia non credo 
sia stnto prima d'or» neppure intniTeduto da nitri. E quan'lo io penso che i laTori 
del GhIoìs avevimo per unico scopo quello appunto di stabilire ta caratteristica 
suddetta , parmi . che ti ricaviire un tale nsultarnonto in moda semplicissimo , e 
sr si tuolc quasi ovtìo^ ma che dagli altrui lavori può sembrare ottenuto in modo 
non ancora pienamente soddisracente, possa ben meritare ch'esso sia reso di pub- 
blica conoscenza. Il lettore intelligente giudicherà però da se stesso, se co^ pen- 
simdo io mi sia apposto o no al vero. 

I. 

Data r equazione: . 

(1) Oo aj" + a, a;"'' ■t-atX'*~*-¥ . . . + a,_, a; + o, =0 , 

doTe X è l'incognita, ed Og , a, , . . . , a. quantità numericamente date o confi- 
dente come conosciute; prima dì porsi ad iuTestigare dei metodi per ottcnorn 
col solo soccoriio dell'Algebra i valori della x , che la verificano, conviene distin- 
guere in sìlTatto problema queste parti : 

Si può sempre risolvere con metodo algebrico Wi'equnzione del grado n nd 
nìi' inco'initit, o v' è un Umile niasstnio ;>er n, oltre il quale un tal metodo di 
risoluzione non è piii applicabile in generale f 

Ed in quest'animo caso qnal è la carallerislica c/ie deve posse<lere una lati 
equazione, afj^Hchè essa sia algebricamente risolvibile f 

Prima di cercare una risposta a ciascuna di queste due domande, stabiliremo 
alcuni preliminari. E prima di tutto, se un'equazione della Torma (1), che per 
brevità denoteremo ora colla scrittura : 

F(a!) = 0. 

si può risolvere coi soli mezzi dei quali l'Algebra dispone, ovvero se la sua radice 
è esprimibile per meno di radicali, si dirà che l'equazione stessa è algebricamente 
risolvibile. 

Supposto ora che vi sia un metodo per ottenere, in questo modo espressa , 
lina radice a dell'equazione che si considera, perchè si ha allora: 

¥lx) = {x-a)<f{x), 

essendo ? {x) un polinomio intero in w del grado n - I ; il metodo stesso , ap- 
plicalo nll'equazìone : 

?(a>) = 0, 
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GG ne dnrà, sotto la stessa rcrma di a , una radice ^ , ed avremo : 

Quindi sarà ; 

F(a;) = (jr-a)(a?-p)<I((ir), 

dove ^(xt è un nuovo polinomio intero in x dei (^r.ido n~i. Guntinuando in 
questo molo ad applicare il suddetto metodo sì finirà per concludere, che il po- 
linomio F(a!} può essere rappresentato nella seguente maniera: 

F(aj) = ff,{jj-a)(<r-p) . . . (flf-i) , 

e cosi . con un metodo uniTonne , si saranno ottenute tutte le radici della data 
equazione, espresse mediante radicali. 

Si ammetta ora clic, invcrsiimente , la data equazione (I) sia risolfibile per 
radicali ; siccome allora si conoscerà il modo di composizione per radicali di una 
sua raiicft. cosi sì concluderà, per il caso precedente, che una tal maniera di 
Tormazionc è applicabile per ottenere tutte le altre radici dell' equazione stessa. 
Sì pii6 adunque enunciare il seguente teorema : 

Uii'equozioìic del grado n mi un' ineonnifa 6 risolvibile algebricammle , 
qmindt (e sol^anfo quando) si conosca nna rpgoln, che insnfjnì a formare una 
funzione algebrica (•) dei eoc/p;i>iif( , la quale esprima una radice di questa 
equazione. 

I ragionamenti , dai quali abbiamo ricavato questo teorema , mostrano poi 
chiaramente, clie non si può concUiudere la risolvibilità <li un'eiiuazione del grado 
n ad un'incognita, per mezzo di radicali, quando si siippia solo, che una tal ma- 
niera di risoluzione si può applicare ad un'equazione analoga del grado n— I.È 
bensì lecito di dedurre la conseguenza a quosta contraria, come in sostanza noi 
abliiam Fatto precedentemente. Ha per chiarire ancor meglio questo punto delle 
noslre considerazioni preliminari, assumiamo come conosciute le Tuniioni algebri- 
che, che rappresentano le radici dell'equazione : 

o„ a:!* + n, a)""' + . . . + a,_, a; + o, = 0. 

É certo che da una di esse, ponendovi (io = U, deve risultare quella di una 
radice dell'equazione: 



(*) Qui noi intenderamo sempre la funzione algebrioi definita, come ha detto il 
Serret nella citata sua opera (Cap. secondo, Parte quinta, Voi. II). 
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precisamente corno ()»ir espressione di un» radice dell*equasione : 

iix^ + bx-i-c-O, 

risulti), per ((=0, quelli) della radice dell'equAzione ; 

ta; + c = 0. 

M. 

Per ])rosegu)re la tr.iltHzione del l'argomento, oii in presente Nota si riferisce. 
prcmcttere)no qui due proposizioni, tolte ali) Teorica delle Sostituzioni. La chia- 
rezza, questa unicamente, ci su^'gerisce ili darne le relative dimostrazioni. Ecco 
pertanto quosle proposizioni. 

A) Se. una funzione ili un mimerò qnnlanque <(t varinbilì , m, eriore a 
qual'ro, ha w min di cinque viitoii diKlinli (*), essK min può averiin più ili due. 

Sia l' una funzione di n li- Ite re : x, . x» , ìf, . . . . a:„ (">S)i e ;t(<5) il 
))umcro dei valori dislìnti, cl)i: cssii ncquiiìta , quiinilo ti si permutano le lettere 
X, ,03, . . . . , flin- . 

Delle ti lollcrc x. se ne cousiilfihio cì)ique ad iirbìtrio in un certo »r>])ne , 
e si formi con esse il ;.ruppo G,. l'oì si faccia subire alle lettere di questo ;;ruppo 
ituallro vl>11c di seguito una sostituzione circuiar<! , e cosi si otter)'at)no i grui>pì 
lì, . G, , Gt . G,. 

A|>plicaudo ora alia funzione V le sostituzioni: 



©•©■Q)-Q)©' 



essa acq))istei'à i valori : 

<■) V, . V, , V, . V\, V,. 

dei qn;ilì due alineno dovranno cssiirc uguali fra loro, perchè per l'ipotesi, la 
fiintione V lia meno di cinque valori disti)ili, 

Sieno ora \^ e V^..^ duo dei valori (I) , cl)e sii))0 fra loro ugu.ili. 

Se si applica adunque ulla funzione V, ^' volte di seguito ia stessa sostiUi- 
zione circolare, V, non cambierà perciò di valore. Ma questa npcrii/juiie si p)iù 



(*) Questi valori sono <i<iel1i che Ih funzinne ticquìsta , quando vi sì penuntano 
lo qoi)Qtit& da cui ea-ta dipende, s si allude in questo teo):ema solo al valore alge- 
brico della funzione. 
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ben considenire come equiviilcnle a quelU che segue. Si divida unii Oaln circon- 
furciiia (•) in cinque parli uguali fra loro, e si applichino ai punii ili divisiono 
i nomi V, , V, , V, , V, . V, 

Partendo diil punto V,, si congiuni>ano qutsstt punti di ^ in ^; perclii: b è uu 
numero primo, si ritornerà ;>l punto V, dopo essere passati per tutti i;;li altri punii 
ili divisione. Ciò prova die i 5 valori (i) sono tutti uguali Tra loro. La funzione V 
rimane quindi invariata per una sostituzione circolare dì 5 qualunque delle sue 
|i?tlere, che si applicliì ad ossa uu qiialsivn;.-lia numero di volte. 

Sin: 



/aCa Xj Xc Xi a;,\ 
^a!j x^ jBrf X, xj 



una sostituzione circolare di S delle lettere x ; la sostituzione : 

,,.j (a-j or. Xa X, x^\ 

Ve a:„ ac( j-^ xJ 

è anch'essa circolare, pcrciiè evidL-ntemente equivale all' all'ha : 

/3Cj ajc '"'a ^« ^d\ 

\x^ x„ x^ Xa xJ ' 

I.a funzione V non cainbierà adunque , se faremo subire ad essa succesi^ivamente 
le sostituzioni {l) , (!') . ovvero l'unica sostituzione : 



/x„ ìTj cDj Xa coA 
\Xf x„ x^ Xa xJ ' 



Si può quindi concludere, che la funziono V non cambia, se in essa si fa la so- 
stituzìone : 



/x, Xi Xc\ 
^Xc x„ xJ ' 



ovvero la sostituzione circolare : 

h questa equivalente. Adunque la funzione V rimane invariata per una sostituzione 
circolare operata su tre qualunque delle lettere w. Ora la sostituzione (I") equi- 



(*) Il lettore è pregato di fare U t 
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valu alle ilue trasposizioni (x„ x^) , (Xg Xg) , opcmte successivamente- Gse^juitala 
prima , la ruuztone V si ciimbier^ in V, , ed applicando poi a T, la second» ili 
queste trasposizioni V, si mnlerà in V. e quindi hi trasposizione (x, x^) operata 
su V. cambierà V in V,. Aiiinque la Tunzione V, per le due trasposizioni (^, a;^), 
(Xg Xj) , che hanno una lettera comune, non ammetterà che i due valori V e V,, 
che potranno benissimo anche essere Tra loro uguali In modo analogo sì prorerà, 
che le due trasposizioni (Xq x^t , {x^ x^) producono il medesimo canjjiamento 
sulla funzione V, e sarà quindi lo stesso, se su V opereremo le due trasposizioni 
(a„ cc^, (Xi x^) . che non hanno alcuna lettera comune. E perchè una sostitu- 
zione circolare equivale a più Irasposiiioni, ne concluderemo, che la considerata 
funzione V ha al pili due valori distinti; e. d. d. Questo teorema è dovuto a 
Pietro Abatti (Cfr. le Hemorie della Società italiana delle scienze, T. \). 

A'). Se una fimzione di cinque lettere ha cinque valori disUnli, e.mt è 
nimmctrica Tapparlo a qualiro di quesie ledere. 

. Sia V una funzione delie cinque lettere x, . x, , Xj , x^ , Xg , la quale, per le 
sostituzioni di queste lettere, acquista soltanto H valori distìnti: V,,V,.V, V^,V,. 
Si rappresentino con \ , Os < °i ' °* • °s '^ sostituzioni delle lettere x, i x, . . . , x„ 
per te quali )a funzione V acquista questi cinque valori, e con 6, il gruppo delle 
r sostituzioni appartenenti a V, . ovvero In r sostituzioni delle lettere x, per Ifl 
quali V, rimane invariata. Indicato con s, = 1 , s, , a^ • •■■ t «t 1*> sostituzioni di G,, 
il quadro seguente : 



V, 


s, = 


=1 


8, 


». , • 


■ ' »r 


0, 


V, 


«1 




. 'l«. 


'. «I . • 


. , », a. 


G,-«. 


V. 


»> 




>.«■ 


B, 0, , . 


. , >, 0, 


G,'=. 


V. 


9^ 




. «1«. 


. »■ »4 . ■ 


..,8^0^ 


o,.». 


V, 


0, 




».«. 


8, », , . 


. ,1,0, 


G,», 



nel quale le sostituzioni di ogni linea sono quello che cambiano il valore di V in 
quello scritto al principio della linea stessa, comprende tutte le sostituzioni delle 
5 lettere ir. Dovrà adunque aversi : 



e però : 



1 X 2 X 3 X 4 X 5 = r X 5 , 



r = 1x2x3x4. 



Si conclude subito di qui, che le sostituzioni del gruppo 0, si ottengono da 
una soslUuiione delle S lettere x, col permutarvi quattro, e solo quattro di queste 
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lettere. É chiaro pertanto, che due sostituiioni delle S lettere a;, per le quali una 
di queste leltere, p. e. Ih Xj , occupp il medesimo posto, non possono faro acqui- 
stare valori dilTtirenti alln Tunzione V. ijuesta funzione è adunque simmetrica ri- 
spetto a 4 delle 5 lettere a; ; e. ri. d. Il teorema (\') è dovuto ad A bel (Cfr. le 
opere completo di questo autore). 



III. 

Per brevità nd una equasione : 
(1) a,>a!" + 0,0?""' + 0,05*"» -i- . . . +a,_, aj + aB = , 

quando si possa algebricamente risolvere , daremo il nome di equazione risolvibile. 

Sia l'equazione (I) risolvibile, ed ammettiamo ch'essa sia anche irriducibile. 
Sia V la funsione utgcbrìcn dei coefficienti a . che rappresenta una radice della 
equazione (1). Per le relazioni die hanno luogo fra ì coelTIcìenti a , e le radici : 
Xf,cCf,Wf,... <r, di questa equazione, la V si potrà considerare come un:i fun- 
zione algebrica delle n quantità: x, .x,. ... jX^. Noi vogliamo supporrò ora cho 
la V sia una funzione pienamente detcrminata; ed allora è chiaro che essa darà 
le diverse radici dell'equazione propost-a, solo quando in essa opereremo le sosti- 
tuzioni che si ottengono dalle n lettere : a;, , x, , ...cc„. Si può adunque enunciare 
il teorema seguente : 

Perchè un'equazione irridiicibiie del grado a sia risolubile, è necessario e 
svfjiàcnie , che vi sin una funzione di n tenere, che verifica l'cfiuazione data, 
ed acquista n valori distinti, quando vi si operano le sosliluzloni, che ileriouno 
da queste lettere. 0, più gcneraimenle, che la determinazione delle radici della 
data equiìzionc si ))ossa far dipendere da Quella delle radici di altre equazioni, 
per le quali la suesposta condiziona tia luogo. 

Se l'equazione dala avesse radici uguali, indicando con F(x) il suo primo 
membro, e con F'{x) la pnma derivata del polinomio F(tr) , si cercherà il mas- 
simo comune divisore ^(x) dei polinomi F(x) ,¥'{x) , e se all'equazione ■- 

F (ai) : 5 (se) = , 

supposta irriducibile, sì potrà applicare il superiore teorema, la: F(x) = sarà 
risolvibile. 

II problema della risoluzione algebrica di un'equazione a<l un'incognita, si 
potrà pertanto limitare alla considerazione dell'equazioni che non hanno radici 
uguali, sia che il primo membro abbia o non abbia dei divisori commensurabili. 

A confermare con esempi lu vorità ^"4 teorema che precede, consideriamo 

VOL. XXVIII. 41 
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intanto l'equazione 

le cu! radici chiameremo a^i , ir^. 
La funzione : 

_ aj, + a;, + X| — {C( 

per le sostitutionì delle leUere x^,Xt, ammette 1 due valori ir, , a^- Ora si hanno 
le uguaglianze : 

a;, + OS» = - p 

iC, — ic, = ViJ* — t? 

or, - aj, — - Vjj'- iq ; 
quindi saranno: 



-p + 


^/p»-i, 




2 


-p- 


Vp--4, 



Sia ora data l'equazione del terzo grado : 

X* + paj* + qx + p = , 

della quale si no x,,Xf, ce, le radici, e si consideri la funzione : m, +/kb, f fi 
delle lettere a , p. L'equazione ora data sarà risoluta, se la funtione : 

X, f act — oit + x, — a, + Xg 



la quale per le sostituzioni delle lettere x,,Xt,Xj acquista tre valori, che sono 
appunto le radici di quell'equazione, si esprimerà mediante i coeflicienti dell'equa- 
zione medesima. Noi però faremo dipendere la ricerca delle radici a?, , cd, , x, dalla 
risoluzione di un'equazione del seconJo grado, le cui radici denoteremo con a, ()■ 
Poniamo difatti : 

W, = !E, + aaj, + ga;, , 
w, = ai, + f Xj + ox, , 
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e tenendo presente Ih nota relazione : 

- p = X, + a;, + ir, . 

sì stabiliscano l'equamni : 

a +p +t=0 

«» + ?»+ 1=0; 

allora saranno a, ^ le radici dell'equazione: 

z» + z + 1 = , 



e quindi : 



, a=P»= -j; 



Dovranno adunque essere : 



Ora, perchè la quantità w^ si ricava dalla w, scambiando nella espressione 
di questa le a , ^ una nell'altra, e per& mutando nel!a espressione di w, il segno 
di -J-^; cosi aOlnchè le tre uitiine formole diano l'espressioni delle radici del- 
l' equazione del terzo grado che ora si considera, dovrà eTìdentemenle potersi 
esprimere in Tunzionc dei coedìcienti dì questa equazione In quantità tv,*. Una 
tale espressione certamente vi sarà» perchè la data equazione è risolubile, e si 
trova diratti, ponendo : 

à =-(4g' + 21r») + 18pqr + pV — ^P'»" 
S, = 2p*-9P9 + 27r, 



Pi' = 5 (S, + 3 -f^JI). 
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primendo da cssn una dellft sue radici , la radice della equazione risultante : 
¥,(a;) - 0, sarà una funzione delle n lettere x , che ammetterà n — I valori di- 
stinti per le sostituzioni di queste lettere. Ora per il teor. (A) (n." Il), avendosi 
n>5 una tale funzione non esiiite ; è adunque impossibile elio la ^ non abbia il 
suindicato carattere. Ma se la ({i è simmetrica rispetto ad n — 1 dello lettere a; , 
essa acquista realmente n valori distinti per le sostituzioni delle lettere stesse ; 
quindi si avrà che : 

L'equazioni irriducibili del grado n>S, die sono rùolubfti, sono quelle, e 
soUanto quelle, per le quali una radice è una funzione delle a radici della data 
equazione, simmetrica rispetto nd n — 1 di esse. 

L'equazioni immaginate da A bel . e da lui stesso dimostrate risolubili, sono 
incluse nella classe di quelle definite dal leor. che ora abbiamo 'dimostrato. E 
difatti, se sarà : 

<]i, essendo una funzione razionalo di una radice della equazione: F(x)=0, risol' 
Tibile, e ^1 una funzione delle rimanenti ti - I radici della F(a;) = 0, simmetrica 
rapporto a queste radici; se è <}it identicamente nulla, l'equazione F(3;) = sarà 
un'e^uosione abeltann. 

IV. 

Le considerazioni che faremo ora qui, sono destinate a mostrare, come dal- 
l'ultimo teorema del precedente numero si possano ottenere le radici di una data 
equazione risolubile ; e quindi a mettere in rilievo l'importanza del teorema stesso, 
anche dal punto di vista della pratica. 

Quando sia data- un'equazione del grado n, irriducibile e risolubile : 

(ft) 3!^+ n, oc""' -Kijo;*"' +n, a:"'* ^- . . . +a„_, OJ + o» = , 

e 5i voglia trovarne le sue ralici, la prima idea che ci si presenta alla mente è 
cerio quella , che riduce una siffatta determinazione alla ricerca delle radici di 
un'altra equazione del grado »- I. Una simile equazione sì può ottenere , e del 
suo conseguimento noi dovremo dichiararci debitori a Lagrange, che ne' suoi 
studi sul problema della risoluzione algebrica dell'equazioni , ce ne indicò la 
manieri). 

Per il momento supporremo che sia n un numero primo (>5), e denoteremo 
con n>, , w, , Wj , ... . w„_, le radici dell'equazione, che si deve formare. Perchè, 
per l'ipotesi, l'equazione {k) è risolubile, cosi lo sarà anche quella (I), le cui ra- 
dici sono le quantità tv. Adunque unH di queste quantità sarà esprimibile per 
meizo di una funzione algebrica delle quantità stesse, simmetrica rispetto ad n-2 
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si ottiene subito la forinola : 



la quale <là tutte le radici dell'equazione (k) , quando sieno note le quantità v,. 
Questa forinola dimostra poi, che aDinchè l'equazione (k) sia elTettiTamente riso- 
lubile, deve potersi esprimere per mezzo di una funzione algebrica dei coefllcientl 
dell'equazione medesima la quantità w,*, e viceversa- Se indicbiamo adunque con 
ip, una tale funzione dei coefUcienti a , si avrà : 

e però : 

- r>, + gP ■/y7+ P** ^?7 + ■ • • + e** \'i 7^ 
aSfl -p+t — ~~ ' " „ • 

Consideriamo ora il caso in cui n 6 un numero composto qualunque, e in- 
dicate con «1 1 fit, a, , ... a,_, le radici, diverse da 1, dell'equazione: 

2"- 1=0, 
poniamo : 

w = X, + a, a:, + a, a;, + 0, ìt, + . . . -1- a,_, cu,. 

Siccome il caso attuale deve evidentemente condurci al precedente . quando si 
supponga n primo, cosi, fatta l'ipotesi che te debba rappresentare una radice 
dell'equazione (I), le' diverse railici dì quest'equazione saranno i valori di to dati 
dalle uguaglianze : 

«, = jc, + o, a^ + «1 X, + a, a;, + . . . + o,_, oc, 

w, ■= ir, + «i ac, + «j «j + a^ Xt + . . . + a, a;, 

Wj = X, -l- a» ic, + a* a^ + «, a;, -J- . . . -r «i ai. 



= a:, + aa_] Xi + «t ®j + "» '''4 + • • ■ + "»-i *» • 
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P. 



■ •Cai,''-(rt*, 



P.P,. . . . .P, 

dove a,b ,c , . . . ,k sono numeri interi positivi, clie verìQcano l'uguaglianza : 

a+6+c+...+ft=n, . 

e le C coefficienti costanti, che si ricavano facilmente dalle precedenti espressioni 
delle w, ,K^, ... ,w^,h esprimìbile per mezzo dei coeracìentì della data equazione. 

Le precedenti deduzioni non sono applicabili all'equazioni del 5" grado, per 
le quali si potrà solo giudicare se può aver luogo la risolvibilità algebrica , ap- 
plicando l'ultimo teorema del n" III. 

Cosi se è data l'equazione : 

a;* + 5 ax* + 5 a*x + 6 = 0, 
perchè si ha per essa, indicandone con a;, , x, , Xj , iTt , ccg le radici: 
_ ce," + tCi' 4 a:,' + Xj^ + a*," 

se nu dedurrà, per il teorema suddetto, essere possìbile la risolvibilità. E perchè 
poi la quantità Xt■Xi^x^•Xg è termine noto dell'equazione, che si ottiene dalla 
data col dividerne per ic -x^ il suo primo membro, se ne concluderà anche, che 

si potranno determinare le radici x, Xg , solo quando sia data una di esse. 

Per C8. si sapranno trovare le radici dell'equazione: 

0)* + 5ai* + 5a! + 11 =0. 
Anche l'equazione : 

a?' + lnx' + 14a*a;' + 7o'x + 6 = 0, 

le cui radici denoteremo con Xi ,ìb, , ... ,x, è risolubile, perchè si ha: 

_ X,' + Xj' + . . . + X ,'' 
' IXi'Xj . . .a;, ' 

ma le sue radici si possono ottenere mercè le formole stabilite nel presente nu- 
mero, per il caso di n numero primo. 

Osserveremo in line, che vi sono ìnllnlte equazioni del gra'Io n > 5, che am< 
mettono una data risolvente ; e per tutte queste equazioni i cocrflclenti dei divergi 
termini sono dei polinomi interi rispetto ad una medesima lettera. 

Boma in Marzo 4890. 
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= S((iP)'(oa)(aJ)«, 
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)( 3S1 )( 
il cOTariante biquadratico 

9 = (f.?), 
i coTarianti cubici 

Q = (/,i) , K = {».V) , (»,») , (T,n; 
i covarianti quadratici 

4 = (f,n' 

t covarianti iineari 

p = (^ , A)* = Cut»)* (a«) (ho) a, 

= 2 (»!.)• (aa) (06)0. 

wt = (p , 4) , n = (K , 4) 

e gl'invarianti 

l = (r,iy , S = (f.Q)' , £ = (/•,*)•■ 

R =. (1 , 4)' , P = (V , V)' . a = ;ei)(9T)(4V) , 

T = (4 , V)' = (oò)" (»?)• (a«) W) 

= (o»)>(6p)'(o6)(«f). 

Lo uitime espressioni di p , ir e T , nei ilmboii delle cubiche fondamentali , 
si ottengono facilmente, colla considerazione della equivnlenza dei sìmboli ed ap- 
plicando le note relazioni di ijentita fra i simboli di tre quattro forme binarie. 

2. Dalla nota identità 

o„a,-o,«, = (iw)(l0j)i 
si deducono agevolmente le seguenti : 

(oa) ((!,«, -ii,aJ« = I(aiK)' 

(oa)*(a,a^-a^O =J(aT/) (A) 

(oa)' o. a, = e. e, + j I (aijl 
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Adunque abbiamo : 

■ D'un elemento arbitrarlo i centri armonici di secondo grado rispetto alla 
E terna di clementi che rappresentano la /" e rispetto a quelli che rappresentano Q, 
I sono due coppie di elementi coniugate armoniche fra loro; è ciascuna coppia è 
I coniugata armonica cogli elementi rappresentanti l'Hessiano di f a. 

5. Dinotiamo con ^, ,|i, .v^ i fattori lineari di f\ ossia poniamo 

Pel primo gruppo polare di uno degli elementi di f, p. e. X . rispetto alla 
forma stessa, si ha 

mentre il coniugato armonico di X rispetto alla coppia ii.,v, è 

(vX)|*,+ (i;X)v,. 

Segue quindi: 

u La coppia del centri urmonicì di secondo grado di un elemento d'una 
« cubica, rispetto alla cubica stessa, si compone di quell'elemento e del suo con- 
u ìugato ariUonico rispetto agli altri due clementi della cubica ». 

6. Da questo teorema e dal precedente si deduce : 

K II coniugato armonico di un elemento di una cubica, rispetto agli altri 
( due , coincide col coniugato armonico di quello stesso elemento, preso rispetto 
I agli elementi dell'Hessiano della cubica n. 

7. Volendo investigare se vi sono altri elementi, oltre quelli dì f, che, as- 
sunti come poli, godano delle proprietà ora enunciate, basta eliminare oa fra le 
equazioni 

fl,a^» = , 4,4^ = (2) 

Ponendo *„* = a, Oj.* , V, = 4, 4^ si ha : 

(*,y)» = («4)(a4')a,4,4; 
e per la 2' (B) : 

(*,T)» = {Qd)Q.»4,, 

ossia il Jacobiano di Q e 4. Mediante la formola che dà l'espressione del Jaco- 
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essendo e , e* le radici cubiche immaginarie di t. Vediante queste espressioni, 
facendo ì primi gruppi polari di ^ e >] rispetto a / e Q si trova : 

e pei secondi gruppi polari 

E poiché, solo in funzione degli elementi di X possono f e Q assumere le oppres- 
sioni (3) , si ha : 

I I sol) elementi delTHessiano godono della proprietà ch<; i loro centri 
t armonici di primo e di secondo gyndo rispetto alla cubica coincidono con quelli 
I presi rispetto al covariante cubico. E propriamente ì centri armonici di uno di 
t essi coincidono nell'altro ». 

10. Di un elemento arbitrario X dato da 

X, = 
i secondi gruppi polari rispetto ad /' e Q sono ordinatamente 

quindi : 

« I centri armonici di primo grado d' un elemento qualunque , rispetto 
V ad /" e a Q , sono coniugati armonici rispetto agli elementi di A », 

11. Il discriminante R di f essendo pure discriminante di Q e di A segue che: 
K Quando gli elementi ili f sono distinti, tali sono pure quelli di Q e di A >. 

E, tenendo presentì le espressioni (3) di f e Q: 

« Se la forma fondamentale ha un elemento doppio, in questo coincidono 
I gli elementi dcll'Hessiano e i tre etementi del covariante cubico ». 

12. Dinotiamo ancora con A , B , C gli clementi ài f o siano X , T gli ele- 
menti dcU'Hcssinno. Per le espressioni (3) di /" e Q si hanno facilmente i seguenti 
valori dei tre rapporti anarmonici fondamentali del gruppo (\A6C} ; cioè 

(XB , C.\) = - 
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Se poniamo 

ù cliiaro che Q e 

/■=«.■ 

sono iirmoniche fra loro se si verifica la condizione 

Ha si ha (n" 3) 

(«Q)' = {fiI)(aiii)(«n) = R; 



n Qunmlo gli elementi di f sono JìsMnlì, essi non sono miii coniugati ar- 
I menici cogli elementi del covariante cubico u. 



li. Teniamo ora allo studio del sistema di due forme binarie cubiche qua- 
lunque : 

f=a^^ = b^'=. . . 9 = a^> = p^»= . . . 

Da quanto è stato detto al n" 13 è chiaro che le terne di elementi rappre- 
sentanti le due cubiche sono coniugate armoniche fra loro, se si ha 

J = [aa.)i ^;o. 

Inoltre sono coiiiugiitc armoniche tra loro 9 e Q, oppure /" e R , se sono ri- 
spettivamente verificate le condizioni 

Ma si trova facilmente 

C«Q)« = (0A)» , (aK)» = CeVj* ; 
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Adunque abbiamo : 

1 D'un elemento arbitrario ì centri armonici di secondo grado rispetto alla 
« terna di clementi che rappresentano la /* e rispetto a quelli che rappresentano Q, 
t sono due coppie di elementi coniugate armoniche fra loro; ó ciascuna coppia è 
I coniugata armonica cogli elementi rappresentanti l'Hessiano di f a. 

5. Dinotiamo con X^-it^'^z ' (attori lineari di f; ossia poniamo 

Pel primo gruppo polare dì uno degli elementi di f, p. e. X . rispetto alla 
forma stessa, si ha 

mentre il coniugato armonico di \ rispetto alla coppia it,v^ è 

Segue quindi: 

u La coppia dei centri armonici di secondo grado dì un elemento d'una 
s cubica, rispetto alla cubica stessa, si compone di quell'elemento e del suo con- 
« iugato armonico rispetto agli altri due clementi della cubica n. 

6. Da questo teorema e dal precedente si deduce: 

« Il coniugato armonico di un elemento di una cubica, rispetto agli altri 
9 due, coincide col coniugato armonico di quello stesso elemento , preso rispetto 
t agli clementi dell'Hessiano della cubica ». 

7 Volendo investigare so vi sono altri elementi, oltre quelli dì (, che, as- 
sunti come poli, godano delle proprietà ora enunciate, basta eliminare x fra le 
equasioni 

o,a,» = , 4,ix = (2) 

Ponendo *„* = a^ a^} , V^, = l^ 4,, si ba ; 

(*,T)» = (ffd){a4')a,d,4; 
e per la 2' (B) : 

{*.T)» = {Q4)Q.»4,, 

ossìa il Jacobiano dì Q e 4. Mediante la formola che dà l'espressione del Jaco- 
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essendo e , e* le radici cubiche immaginarie di 1. Mediante questo espressioni ,, 
facendo i primi gruppi polari di g e >) rispetto a ^ e Q si trova : 

e pei secondi gruppi polari 

E poiché, solo in funzione degli elementi di A possono f s Q assumere le espres- 
sioni (3) , si ha : 

e I soli elementi dell'Hessiano godono della proprietà chi; i loro centri 
s armonici di primo e di seeondo gfndo rispetto alla cubica coincidono con quelli 
a presi rispetto al covariante cubico. E propriamente i centri armonici dì uno di 
n essi coincidono nell'altro n. 

10. DI un elemento arbitrario X dato da 

l secondi gruppi polari lispelto ad /" e Q sono ordinatamente 

quindi : 

■ I centri armonici di primo grado d'un elemento qualunque, rispetto 
s ad r e a Q, sono coniugati armonici rispetto agli elementi di & ». 

11. Il discriminante R Ai f essendo pure discriminante di Q e di A segue che : 
e Quando gli elementi di ^sono distinti, tali sono pure quelli di Q e di A *. 

E, tenendo presenti le espressioni (3) di f e Q: 

<t Se la forma fondamentale ha un elemento doppio, in questo coincidono 
■ gli elementi (Icll'Hessiano e i tre elementi del covariante cubico n. 

15. Dinotiamo ancora con A , B , C gli clementi di f e siano X , Y gli ele- 
menti deirilcssiiino. Per le espressioni (3) di /" e Q si Iianno fucìlmenle i seguenti 
valori dei tre rapporti anarmonici fondamentali del gruppo (XABC) ; cioè 

(XA.BC) = i^ . (XB,CA)=-e 
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Se poniamo 

ù chiaro che Q e 

/■=».' 

sono iirmoniche fra loro se si vcriflca la condizione 

(al){am)(iin) = Q. 
iÌA si ha (n'* 3) 

(aQ)' = (f(Ì)(a''i)Can) = R; 



« Quando gli elementi di f sono disiinli, essi non sono miii coniugati ar- 
I monici cogli elementi del covariante cubico u. 



14. Teniuino ora allo studio del sistema di due forme binarie cubiche qua- 
lunque : 



Da quanto è stato dello al n" 13 è chiaro che le terno di elementi rappre- 
sentanti te due cubiche sono coniugate armoniche fra loro, se si ha 

J = (aa)'=;o. 

Inoltre sono coniugate armoniche fra loro ? e Q, oppure /" o R , so sono ri- 
spettivamente verincnlc le condizioni 

S = (aQ)- = , S^(./I\)' = 0, 

Ma si trova fiicilmente 

(aQ)' = (0i)» , (aK)» = CeVj* ; 
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e per la 3' (A) : 

(aa)»(bp)'(a6)CaP)=C0,0j'-|J'; 
si ottiene 

Ora T = è la condizione verificandosi In quale gli elementi dogli flessiani delle 
due cubiche sono coniugati armonici fra loro; quindi supponendo J = 0, dall' ul- 
lima rclaeioDe si lia : 

n Qunndo gli elementi delle due cubiclie rondamentaii sono coniugati ai- 
I menici fra loro, se inoltre gli elementi degli llessiani Tormano un gruppo ar- 
t inonico, esiste un solo eiemenio i cui centri iirinonici di secondo grado rispetto 
n alle due terne costituiscono un gruppo armonico. 

18. I centri armonici di secondo grado d'un elemento z rispetto ad una cu- 
bica P, d&ti da 



sono coniugati armonici rispetto agli elementi d'una quadratica 4», quando è ve- 
rificata la condizione 

Questa equazione fornisce quindi un elemento , i cui centri armonici di secondo 
grado rispetto ad F formano un gruppo armonico cogli elementi di <J>. 



19. Dall'espressione di 9: 

(eii)"(i, = (6a)'(6o)(ao)» 



p = -2(9o)'<i,. 
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33. Da qunnto finora abbiamo svoKo ricaviiimo che : Date due cubiche ^ o 9 
e {leterniiiilUi i loro Hessiani , o (n<* 8) le involuzioni di cui essi sono elemenli 
doppii , nonché V involuzione iirmonica a queste due , considerando gli elementi 
doppi! dell' ultima involuzione come centri armi^nici di secondo grado ordinata- 
mente rispetto a 9 e a f, ì relativi poli sono gli elementi rappresentanti p e it. 
Di questi, costrucnilo i centri armonici di secondo grado, ordinatamente rispetto 
a /■ e 9 , si ottengono due coppie di clementi , dei quali la coppia armonica co- 
mune rappresenta gli elementi di 0. 

33. Se p e ic coincidono in un solo elemento P, la coppia dei centri armonici 
di secondo grado di P rispetto ad f, coincìde con quella rispetto a 9; allora 
(n* ?U) gli elementi di appartengono ad una stessi involuzione con quelli di A 
e di V. In tal caso il teor, del n" 19 non determina più completamente gli ele- 
menti di 0: vedremo però subito un'altra proprietà di questi elementi, per la 
quale rimangono detcrminati anche nel caso in esame. 

Le ultime conclusioni a cui siamo giunti rimangono confermate se si osserva 
che da (4> si trae 

(iV)(A0)(ev) = i(pTu). 

'^4. Un'altra proprietà de^li clementi di B, per la quale essi restano dcter- 
minali anche nel caso che coincidano p e ti, si ba dalle seguenti relazioni che 
kì ottengono facilmente : 



dalle quali (n" 18) si ha: 

« Se del coniugato armonico di p rispetto a A e di quello di ic rispetto 
« a V si considerano ì centri armonici di secondo grado ordinatamente rispetto a 
I Q e K , di queste due eoppio di elementi la coppia armonic-a comune rappre- 
n senta gli elementi di 3 a. 

25. Dalla 3* (A.) si trae 



D'altra parte pel n° SI abbiamo 

(a;')«x*=-(''Tt)V 
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ma si ha d'allra parte 

(oa)»{icl){ia) a, ^ (aa)*(Vfr)*{(»4)(4o) o„ 

= 1 !(nal'(V6)*+ (fr«AV«)'i ((.i)CAa)a^ 



= (aa){afc)(bV)tV((Xfc4),ia)a^ 



(pV)(ve)6,=:(TTu-jv). 

Ora. il confugalo armonico di n rispetto a 4 e quello di n rispetto a 6 sono 
ordìaatamcnle 

(1:4)4^=: n , (110)9,= (ni) (46)9^; 
ed il coniugato armonico di p rispetto a V e quello di v rispetto a 6 sono 
{pV)V« = v , (v0)6,= (pVj(V0)0,; 

segue quindi, per la <6) : 

u Se gli Hcssiani delle due cubiche ronda mentii li costiluìscono un gruppo 
■ armonico, gli elementi di 6 sono i coniugali armonici di z rispetto a 4 e di p 
« rispetto a V ». 

Supponendo nelle (6) J = 0. si ha una conferma del teorema del n." preccd. 

27. Con procedimeato analogo a quello che ci ha condotti nll'intcrpretaiionQ 
geometrica degli elementi di 6 , si perviene a stabilire il signiBcato gcametrlco 
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Dall'ultima relazione si licduce che gli Hessiani dello duo cubiche fondamen- 
tali rormaDO un gruppo equianarmonico, quando si lia 



Gli elementi di & costituiscono gruppi equianarmonici ordinalamenle co|{li 
clementi di A e con quelli di V , verificandosi le condizioni 

ì:* + 3p(t-|j*) = o. 

39. t secondi gruppi polari d'un elemento z rispetto alle due cubiche f Q f 
coincidono, se è nullo l' invariante simultaneo delle due forme liDeari in x 

a* a, a* a^ 

ossia, quando si teriflca la condizione 

(aa)a*a*=0 ; 

dunque : 

a Esistono quattro elementi, dati dall'equazione 

a = (a«) «a,» ag* = 

R di ciascuno dei quali i centri armonici di primo grada , rispetto alle cubiche 
a fondamentali, coincidono n. 

30. Dal D." 21 si ha 

(«p)aj,* + (oic)o,* = 
donde 

(ob)(«p)8,V + ((((<)(ni:)o^6,» = 0. (7) 

Inoltre dulia b^aj^—bytr^={ba){xy) si Iriie agovolmenlc 
(ba) 6,' «^ «p = 5,» &^ + j e (xyt 

VOL. XZTIII. 44 
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e pei numeri 23 o S9 : 

« Se gli elementi doppii dell'involuzione, alla quale appartengono i due 
1 Hessiani , coniìiderati come centri armonici dì secondo grada rispetto alle due 
V terne fondamentali, hanno uno stesso polo , di questo elemento i centri armo- 
i Dici di primo grado rispetto ulle due terne fondamentali coincidono ». 

31. Per l'inTarianle di secondo grado nei coelTìcientì di 5, osserviamo , che 
applicando la 1.* (A) si trova: 

V V = t""> «^ "b «j! «V + e J (a^)* t9) 

quindi 

= (fl«))6P)(a6)(op)Ca6)(ap) + ^J» 



donde, pel noto significato geometrico {*) dell'annullarsi dell'invariante i d'una 
biquadratica, abbiamo : 

n I quattro elementi di ^ formano un gruppo equianarmonico, solo quando 
« le cubiche fondiimentaii sono coniugate armoniche fra loro b. 

32. Da (9) abbiamo 

V "w &. = 2 (a«)'ix«iC«i «„ + S «i) + g J{3sy)(«--3). (IO) 

Di qui possiamo avere l'espressione dcU'nessiano di 3, mutando j/ o z nei 
simboli di 3. Si ha 



Hg = (««} CaS) (a3) a^ o, V + ^ JS 

(IO) per calcolare (tt5)(a&) 

Da = 1 (iV - e») + ha. 



ad applicando di nuovo la (IO) per calcolare (a^)('Z&)a2*, sì ottiene, dopo racili 
trasformazioni 



(■) Glebach — l. e. pag. 171. 
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SUPERFICIE E 

in cui la sommn del raggi priucipnil di curratura è proponloDale alla disianza 
di un puuio Asso dal plano langeule O 



ETTORE BARONI. 



PARTE PRIMA 

Formule Prelìminapi. 



Supponiamo scelto sopra una superficie non sviluppabile S un sistema di coor- 
dinate' curvilinee u e e quiudi espresse per i parametri u e v le coordinate 
cartesiane ortogonali x,y,z, di un punto H mobile sulla superficie. II quadrato 
dell'elemento lineare ds della superficie sarà dato da 

ds» = E dw* + 2 F d« dr + G d«*. 

Siano inoltro X , T , Z 1 coseni di direiione della normale alla superficie in M; 
Pi ) f 1 i raggi principali dì curvatura contati positivamente se le direzioni che vanno 
dal punto della superficie ai centri dì curvatura coincìdono colla direzione positiva 
normale e negativamente nel caso opposto. 

Se imaginiamo col centro nell'origine delie coordinate cartesiane una sfera 
di rapgio 1 e facciamo su questa la rappresentazione di Gauss della superficie 
non sviluppabile il quadrato dell'elemento sferico ds, sarà : 

d«,» = E, dw» + 2 F, dM dr + G, do». 



O Estratto dalla Tesi dì Laurea. 
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e qutn'Iì la loro equuiione differenziale sarà a ottusa della (3) 

(3) 4,W + (2-n)W = 

aveado preso per punto Ssso l'origine delle coordinate cartesiane, ed indicanilo 
con À,W come abbiamo detto il parametro dilTereiiziale secondo sulla «Tera di 
Gauss della funzione W(u , v). 

Prendiamo sulla sTcra per coordinate curvilinee i meridiani ed i paralleli. 
Arremo : 

ds,* = du* + sen* u (fu* 



dove « b la 


longitudine 


, V la colatiludine. 




Ponendo 




f dtb 


= logtang5U 




con che 












e"' = 1 


.n«i« . 


senti = - 
(1 





(1 + ')= 



(a»," + iit>') = X(ii»,' + iit>') 



X,-" 



Io questo sistema di coordinate 

. •„, l( 8 ( d„,\ si dv\\ ,, /i"W d'\V\ 

'■* " i:\s7, V-sT^ 'n\— }]"'"''• "•{?^' + Jw) 

c quindi l'equazione dilTerenEÌale delle nostre superOcie sarà : 

/'3*W a'W\ 
coBh» H, (~ + -^j + (2 - n) W = 0. 
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Quindi se proiettiamo l'origine delle coordinate su di una normale qualunque la 
proiezione divide per mela In distanza dui centri di curvatura principali. Le su 
perllcie che si trovano in qursto caso sono dunque le superRcic di Appcll. 
Operiamo sulla (4) la trasformazione 

_ 9W 



e l'eliminazione di W tra queste duo ultime dà 

£% _ dz, 

dxdy ' dx 



® sJli;+°.|;.+ ''.fe + «.^.=». 



dOTO: 

II- a 



alog- 



ico*. =4^ 

— , 6, = , f, = (! = 



Uosh.SJJ' 
2 



e i ouovi invarianti saranno (*) 

n-2 



[li, = h- 8" log - 



£±a l™l,.£±i 



*, = )!=■ 



4coah'-y^ 4„„jl,i__ 
n-2 



Se /r, = ossia n = 2 si ricaile nel caso di integrabilità precedente, per /t, = 
ossia per n = si lia un nuoTO caso di integrabilità della (t). 



(*> Qaston Darboax. Le^ns sor la Tbéorie Generale des Sorfacea. Voi. II 
j. 380, 831. 

VOL. XXYItl. 45 
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doTe le Hi sono certo Tuniloni di n. Vogliamo dimostrare che anclie /t^^, è della 
etessa forma. Infatti 

i'ìogh, 1 



quiadi per la <6) 



4co.h'^y icosb-'^.+ y icosM^J? 



4 cosh* -s— 4 cosli* — -^ 



avrotlo posto 

ed Hf4., sarà quinili una cfìrta funzione dì n come volevamo dimostrerò. 

Ha essendo della dutta Tonnu fi , /i| , /ij come abbiamo veduto lo saranno tutte 
le k ed avremo perciò sempre : 



e quindi anche : 
0) 



dxdy 



a* logUift. ■••?'.) _ 8 + t 



Prendiamo ora le formole cbo si ottengono dalla (6) cambiando t in £~ 1 , 
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e sommando membro a membro 



2 

w- 2 __J*+ ' n + i' + i - 2 

icosh* —^ icosh» -5— Acosh» - - ■- 

Trovata così l'espressione generale di un:; k, qualunque il che abbiamo po- 
tuto tare per la forma speciale <lei coelficienti della (1), potremo eviilentcrnentc 
cimcludere cbe si potrà trovare l'integrale generale della (i) per tutti i valori di 
n dati dalla formula 

dove t indica un numero positivo intero qualunque. 

Se invece della sostituzione adoperata ci fossimo servito dell' altra pure di 
Laplace 



si sarebbero ottenuti gli i^lentici risultati. 

É importante però osservare che nel primo caso l'integrale generale dell'equa- 
zione dilTerenziale (i) viene a dipendere diill'integrale generale dell'equazione : 

dove : 



mentre nel secondo caso viene a dipenderò dall'integrale generale dell'equazione: 
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dalle quali si ha: 

(10) fl,= b,' = itangli^-^. 

Ciò posto, siccome la (8) se /i| = si può seiivcre 

te W''°"V'"''' 57 *""')'" 
e siccome b^ = ^^, cosi 

dx \vy ^ V 
e perciò 



indicando con T una funzione arbitraria della sola y. Dall'ultima si ricava ricor- 
dando la (10). 



Jtangli-^dl, r fitangh-^rfy 



Jx+Jtc 



2,= e fX+JTc dy] 

con X funzione della sola x. 

Se si prende Y = airemo una soluzione meno generale della precedente 

-2il(«cosh-5iÌ 
z, = e -Xs 



coA-Sf» 



COI! una sola funzione arbitraria (Iella oi. Un'integrale ilella (E|) sarà quindi (*) 



(*) Darbonx. Opera citata ( 833. 
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doTC a) solito le B sono determinate runiioni di ic ed t/ ed ¥'''' iii'lica la derivata 
crrcsiina dcliu Y presa rispetto alla y. 

Ora essendo 1^ (e,) lineare la soroma di due integrali è pure un inlrgrale 
quindi avremo 

W^^AoX + A,X' + A,X' + + AiX'" + 

+ B. T + B, r + B, Y" + + B, T^". 

Ha questa contiene due funzioni arbitrarie e le loro derivate fino all'ordine i ed 
è perciò l'integrale generale cercato. 

É chiaro poi clic essendo hi = k! , — r — * = -— sarà A,= B, quindi 

Wi = Co'X + T) + C, (X' + Y') + . . ." + Cj(X» + YO}: 
So per ftj e /(/ si pone il valore comune si trova per Wj l'espressione 

icosh'^' ^ 4cosl.»^ icosh* 



W,= 



dxj 



i.«^^ , / -2ilogcosh^\ 
.^■^^ icosh'^^ ^ / -2ilogcosb2fn 

n ■ ■ ■ M,_, a^ V^" / 



dove Mo . . . Mi_, indicano i numeratori di /i, . . . /i,,, , ft,'. . . /./ quando vi si fa 
n = — t* — i + 2, cioè n uguiilc a quel valore che annulla h^ eJ fc,'. 

Da questa ultima si vede subilo clic il cocDlciente dulia maggìma derivata di 
X di y è sempre 

4i 
MoM, ...M,_, ' 

y. Casi partioolari. 

Se prendiamo t = abbiamo tt=2 e quindi le supcrQcic di Ap|)Cll. In 
questo caso (((,) sarà 

1^ = 
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Dalle quali si vede che se poniiimo invece di W, , W^ -i- <z dove a k una costante 
arbitraria e reale, si ottiene un'ultra superllcie £*'li cui le coordinate ir* jf'z' sono 
legate alle antiche dalle rehuioni 

x' = x + aX , y" =y + aY . z' = z + aZ. 
VI. Trasformazione dell'equazione dìfTeranziale 

nell'equazione trovata da Gouraat. 

Poniamo 

X + lY senri coso h i SRm» seii» scnu , . " , 

s = -; — ,, = — - — — .— =- (cosin- 1 sene) 

1 - Z 1 — C03H 1 — cosu 

X - ìT senu coso - * seni* senw sen 



l-cosw 1-cosu 



(cose - i sene) 



dove 8 ed Sg, coordinate <Ji Appeli, sono complesse coniugate. Con un calcolo 
semplice si trova 

senit _ J_ 

1 — cosu "i 
e 

quindi 

X + iY coscH-Ìsen« 



_ X-iY _ cosp-iseno 



e perciò 

1 + 88o ' 1 + aS„ ' 1+88, 
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dalla quale essendo W = n(p, + p,) 

n--2t 

e qu.ndi per l'equazione delle superficie S avremo 

* +'"'o)f-s--S3--So5- + 11 -, )l=0 

rormn Irovnta da Ooursnl e che gli ha pcrmcsao (riduccndola con una conve- 
niente tiasrurniiizionu all;i equiiiione ;«tuJiala da Kulcro) di dimostrare che si 
possono sempre ottenere infinite superficie reali dsUn nostra specie qualunque sia 
il valore dì k. 



VII. Alcune proprietà delle superficie £j. 

Dimostriamo ora un teorema già dimostrato da Goursat. « Ad ogni super* 
Scie I, corrispondono punto a punto duo superficie della medesima specie e le 
tre suporflcie hanno nei punti corrispondenti i piani tangenti paralleli u. 

%\a Wj un integrale dell'equazione 

3»W, 9»W( 1* + i 
Ah,' dv* cosh*if, * 

Prendiamo la relazione 



W,=:(l -).)Witanglii;, + 1^* 



con X indipendente da u, e r. 
Avremo evidentemente 



- -^-;— W, tangh V. + ■-■ r -- s—i + 
cosh'u, ' ° ' coah'w, oii. 



+ (1 -1) tangh «.-^ + -^ 



9* W 5' W, 9> W, 
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formula cho lega le superfìcie ad arca minima alle superdctc dì Appetì e ci 
può raciluiente trovarsi in modo diretto. 

Così è dimostrata la prima parte del Teorema, hi seconda è poi evidente. 

La formula da cui siamo partiti i)uò scriversi 

W, = W, tanali «, + ^ - > W, taiigh u, 
dove À = 2 + ì oppure ad 1 - i, e ricor.lflndo che 

* [ 011, 9((, ■ dv av) 
Z = — tang/iw, 



W, = z - X ZW, 

formula dalla <(uale si ricava subito la eostruzione data da Goursat. Sia S,- una 
qualunque dello nostre superfìcie , P un piano tangente a questa siipcrflcìe nel 
punto M. Tiriamo un piano 1* , parallelamente a 1* ad una distanza dall' origine 
uguale alla distanza del punto M dal [dano xi/ diminuita della proiezione sull'asse 
Z della distanza dell'orìgine dal piano tangente P moltipliciita per II fattore co- 
stante 2-t-i per l'altro i—i. Questo piano P, invilupperà una superfìcie ll^^, 

ì;,_,. 



PARTE SECONDA 



Di alcune nuove classi di superficie applicabili l'una sull'altra 
dedotte dalie superfìcie £. 



Wcingarten in una sua nota ha scoverta una nuova classe di superfìcie 
applicabili l'una sull'altra tra le quali non si trovano superfìcie di rotazione e ne 
ha posto l'elemento lineare sotto la forma 
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e posto 

1 t 

g + p=^a' , g-p=V3p' 

ha ottenuto . 

t 1 

(4) dì» + di]» + di» = (a» + f.» ) (da» + dp») 

e ne ha dedotfo il Teorema « Ad ogni speciale sHi>erfteie ad tircn minima cor- 
risponde per mezzo delle (2) una i^peciute snperflcie per la qnule il quadralo 
dell' elemento lineare è dato dalla (3) o dalla (4) n. Egli )i;i poi diiiiostmlo l'in- 
versa e (|uin-li ne hn dedotto cli3 « Le sujjcj/ìct'i il cui quadralo deiC cicinenlo 
lìnfare e dato dalla (i) sono applicabili Cuna sull'altra e tono ditte da tutte le 
superfirAe ad area minima i. 

Ora io mi propongo di estendere questi risultati nel caso più generale in cui 
p( + 0| sia proporzionale alla distanza del piano tangente dall' origine , cioè per 
quelle superficie in cui 

p, + p, = kp. 
Le seconde delle (t) diverranno in questo caso 

Sx dX ^ dX 
Tq^'is^ + ^fsT 

dy dj ^ dJ 
4 = ^9^ •'"^ 97 

dz di az 



quindi le tre espressioni difTerenziali 



/ (03 - ftpX) dp + qX dq 
j (j/-ftpT)dp + qTdqi 
[ (2-ft//Z)dp + qZ dq 
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Avremo eviden lomento 

( S(|)'=i'+p'(«'-««) 
.») S(||)(|^)=.p(.-) 

perciò 

X= + Y» + Z* = 1 

dalle prime tre delle (7) sì lia 

ed analogamente per dy , dz e quindi 

■^ ' q ^ àp^ cq ^ q ^ Spdq dq ^ 

Ora derivando la terza delle (8) rispetto a p avremo 



s^-^- 



8'5 «i, 

p3g 3? 



e la seconda pure rispetto a p 

So*- 5= ^-1 a*( 3i 
dj^si* - all'i F, = '''~*'' 

Deriviinilo quindi la prima delle (8) stesse rispetto a q avremo : 



d=, Google 



d=, Google 



X 373 )( 

langenic nel punto od in altre parole lune le superficie in cui il quadralo del- 
l'elemenlo lineaTe è dato dalla (6) vengono date d& tulle le superflcie di questa 
ultima specie- 
Ora fissato il valore di h per esempio uguale ad a per esso qualunque sia 
la superficie da cui si parte purché sia di quelle per cui 6 verificata la relaziono 

p, + Pi = ap 

si perviene sempre ad una superllcic il cui quadrato dell'elemento lineare è espresso 
diilta (6) in cui è cambiato ft in a e perciò tutte le superflcie ottenute saranno 
applicabili l'una sull'altra e per ogni valore di k si avrjh una classe di superfìcie 
lultc applicabili l'una sull'altra. 

Si intende che dai nostri ragionamenti sono sempre escluse le superficie di 
rotazione il cui asse passa per l'origine delle coordinate. 

Ora noi abbiamo studiato le superllcie in cui : 

p, + p, = ftp 

ed abbiamo visto cbc si può conoscere l' integrale generale dell«t loro equazione 
dilTurcnziale 

per lutti i valori di A dati dalla formula 

dove i indica un numero intoro positivo qualunque oppure Io lero. 

Appunto per i = si ha A = '^ o te superflcie cbc si hanno sodo quelle dì 
Appell. In questo caso la (6) si riduce all'altra 

ds* = q* dp* - ipq dp dq + q* dq*. 
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formiil;i che lega le superfìcie ad a rea minima alle superDcic di Appcll e clic 
puù riicilinente trovarsi in modo diretto. 

Cosi È dimostrata In prima parte del Teoremii, la seconda è poi evidente. 

La Torinula da cui siamo partiti può scrìversi 

W, = W, tanghi/, -t- -r-i-X W, taiigh «, 
dove À = 2 + t oppure ad 1 - i, e ricorJondo che 



cosli* I 






-tang/iw, 



W, = J3 - i ZW; 

formula dalla quale si ricava subito la costruzione data da Goursat. Sia I^ una 
qualunque delle nostre supcrllcie , P un piano tangente a questa superlicie nel 
punto M. Tiriamo un piano P , parallelamente a P ad uua distanza dall' origine 
u^^ualc alla distanza ilei punto M dal fiìano a:j/ diminuita della proiezione sull'asse 
Z della distanza dell' origine dal piano tangente P moltiplicata per il fattore co- 
stante ì+i per l'altro I-i. Questo piano P, inviluppo. à una superficie 1;,+, 

^i^f 



PARTE SECONDA 



Di alcune nuove classi di superfìcie applicabili l'una sull'altra 
dedotte dalle superfìcie £. 



Weìngarten in una sua nota lia scoverta una nuova classe di superficie 
Applicabili l'una sull'altra tra le quali non si trovano snperQcte di rotazione e no 
ha posto l'elemento lineare sotto la Torma 
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Dalle quiili si vede che se poniamo invece dì W. , W^ f a do»c a è una costante 
arbitraria e reale, si ottiene un'altra superfìcie £,'*<li cui le coordinate fr*}/'!' sono 
legate alle antiche dalle relazioni 

x' = x-haX , y' =y rai . z' = z + al. 

VI. Trasformazione dell'equazione difTersnzials 

cosh» u. ( ^ + ^ ) + (2 - ji) W ^ 

nell'equazione trovata da Gouraat. 

Poniamo 

X + iT sen?( cost» f i sRnu senu soipì , . ' , 

s = -.— ,, = ; — = ,- — (coso + I senr) 

1 - Z I — cos l( 1 - cos « ^ 

X-iY senucosu-» seni* seni) senu 



1 -Z I -cosu 



(costJ - 1 sene) 



dove s ed s^, coordinate di Appcll, sono complesse coniugate. Con un calcolo 
semplice si trova 

senu _ 1 
1 - cosu «1 



quindi 



e pprciò 



X + iT _ COSÌ) 4- i sene 



X- JY _ C08 p - i sen o 

^ I -z ir. 
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dalla quale essendo W = n(p, + p,) 



e qu.ndi per l'equazione delle superficie £ avremo 

IH et 8t /. 2fr \ „ 

formi) trovata da Goursnt e che gli ha permesso (riduccndola con una conve- 
niente trasforni.izionu alla cquiizìone studiata da Kulcro) di dimostraro che si 
possono sempre ottenere inllDite superficie reali dslla nostra specie qualunque sia 
il valore di k. 

VII. Alcune proprietà delle superficie If 

Dimostriamo ora un teorema ^\k dimostrato da Goursat. n Ad ogni super* 
fiele ^i corrispondono punto a punto due superficie della medesima specie e le 
tre superficie hanno nei punti corrispondenti i piani tangenti paralleli i. 

Sia Wi un integrale dell'equazione 

dui ^ dv*"*" i^uT, ^' - " 
Prendiamo la relazione 



con X indipendente da u, o 
Avremo evidentemente 






+ (1 - 1) taiigh ti, -j— J + -5-J 



1^ = <'-*"»"«" "'-Si- +s;ii? 
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formula che legii le superficie ad arca minima alle superPictc di AppcII e che 
può facilmente trovarsi in modo diretto. 

Cosi è dimostrata la prima parte del Teorema, la seconda ù poi evidente. 

La formula da cui siamo partiti può scriversi 

W, = W, tanjiU V, + ^^ - X W, tangh «, 
dove À = 2 + t oppure ad 1 - i, e rìcor.Iando che 



Z = — tang/itf, 
atremo 

W, = z - X ZWf 

formula dalla quale si ricava subito la costruzione data da Goursat. Sia S,- una 
qualunque delle nostre superficie , P un piano tangente a questa superficie nel 
punto H. Tiriamo un piano 1*, parallelamente a P ad una distanza dall'origine 
u;>ualc alla distanza del punto M dal jdano xi/ diminuita della proiezione sull'asse 
Z della distanza dell'origine dal piano tangente P moltiplicata per il fattore co- 
stante 2+i o per l'altro i—i. Questo piano P, invìluppe.à una superOcie 1;,+, 

i:,-!. 



PARTE SECONDA 



Di aloune nuove classi di superficie applioabilì 1' una sull'altra 
dedotte dalle superficie £. 



Weingarten in una sua nota lin scovcrta una nuova classe di superHcto 
Applicabili l'una suU'allrn tra le quali non si trovano BiiperQctc di rotazione e no 
ha posto l'elemento lineare sotto la forma 
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e posto 



q + p= Va" a' , g-p=^/3 f» 



(4) (ti* + dn* + di* = (a' + f» ) (da» + dp*) 

e ne ha dedotto il Teorema « Ad ogni speciale suferflcic ad arm minima cor- 
risponde per nipzzo delie (2) una speciale «upcrficie per la finite il quadralo 
dell' (•lem enio Itiienrc è dato dalla (3) o dulia (i) s. Egli h,i poi dimoslrato l'in- 
vcrsu e (|UÌn>li ne ha dedotto die « Li; SKjicr/ict'i il cui ^HHdnifo dell' clcmenlo 
tmmre è Unlo dalla (4) sono applicabili Cuna sull'aiira e sono dute da tuUc le 
superfir.io ad area minima n. 

Ora io mi propongo di estendere questi risultati net caso più generale in cui 
p, + Ot sia proporzionale iilla distanza del piano tangente diiil' ori^jine , cioè per 
(|uelle superQcie in cui 

p, + Pi = kp. 
Le seconde delle (I) diverranno in questo caso 
òx SX 9X 

z SZ ^ 9Z 
i'^F^ + ^Pp^ 

quindi le tre espressioni difTerenziali 

/ (a: - ftpX) dp + qX dq 
j (y-kpl)dp + qJdq 
[ (2 -SpZ)dp + qZ dq 
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ATrcTDO evidentomentc 

.8) 1 S(|)('4)=.p<'-) 

i 2:(l|)'='- 

perciò 

x^ + y + Z' = 1 

dalle prime tre delle (1) si ha 

(/x = *X dp + *,, <IX + p ilp + i^^ d, 
ed analogamente per dy , di e quindi 

Ora derivando la tersa delle (8) rispetto a p avremo 

'^ dp>q iq 

e la seconOa pure rispetto a p 

y Ì!L 2i + V 8"i !• = 0(1 - ft) 
^ 8p 83 8|) - 8p' «1 

Derì?ando quindi la prima delle (8) slesse rispetto a q aTromo : 

y _8^ 8£^ 
^ 8p8il 8p ' 
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formutn che lega le siiperlicic ad urea minima alle superficie di Appell e ci 
può facilmente trovarsi in modo diretto. 

Cosi è dimostrata la primii parte del Teorema, la seconda è poi evidente. 

Lii Tormula da cui siamo partiti può scriversi 

W, = W, tansh v, +^^ - X W, taiigli », 
dove Xi=Z + i oppure ad 1 - 1, e ricor .landò che 



z = W.Z + T— r- + a— 3- f cosh» i 



Z = -tanghi'. 



Vf, = z-\ zw, 

formula dalia quale sì ricava subito la costruzione data da Goursat. Sia 2^ una 
qualunque delle nostre supcriicìe , P un piano tangente a questa supcrdcie nel 
punto H. Tiriamo un piano i* , parallelamente a P ad una distanza dall'origine 
u^juale alla distanza del punto M dal jiiano icy diminuita della proiezione sull'asse 
Z della distanza dell' origine dal piano tangente P moltiplicata per il Hittoro co- 
stante 2 +i o per l'altro 1 - 1. Questo piano P, inviluppe.à una superdcie i;,+, 
l!/-.- 



PARTE SECONDA 



Di alcune nuove olassi di euperfloie applicabili 1' una sull'altra 
dedotte dalie superficie £. 



Wcingarten in una sua nota ha scovcrin una nuova classe di superfìcio 
applicabili l'una sull'altra tra le quali non si trovano superlicic di rotazione e ne 
ha posto reiemcnto lineare sotto la forma 



ds» = ;a» + ^')(d«» + df»). 
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e posto 



q + p=>/3«' , q~p=\/Tf' 



(i) dì» + dn' + di* = (a' + f» ) (da» + dp») 

G ne ha dedotto il Teorema « ,4(1 ogni apeciate tuiierficie ad armi minima cor- 
risponde per mozzo dette (2) una speciale superficie per la qnule il quadralo 
dell' (•lemcHto lineare è dato dalla (3) o daUa (4) ». Egli liii [loi diinostriKo l'in- 
versa e (|uinili oe ha riedotto ctia « Ln snperlici". il cai quadralo dell' elemento 
linrare è dato dalla (4) sono applicabili l'una Bull'altra e sono date da litìle le 
supcr/icio ad arca minima ». 

Ora io mi propongo di estendere questi risultati nel Ciiso più generale in cui 
p, + ?t sia proporzionale alla distanza del piano tangente dall'origine, cioò per 
quelle superlicie in cui 

P, -I- p, = kp. 
Le seconde delle ;,l) diverranno in questo caso 



Sg-'ap" 



quindi le tre espressioni diiTerenEiali 

/ (a; - ftpX) dp + qX dq 
) (y - ftp!) dp + ql dq 
[ (2 - ft/'Z) tip + ql dq 
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Afreino evidentomentc 

perciò 

x^ + y + Z' = 1 

dalle prime tre delle 0) si hn 

ed analogamente per dy , ds e quindi 

Ora derivando la terza delle (8) riapelto a p avremo 

" dpìq dq 
e la seconja pure rispetto a p 

8p «g S|i ■*■ - ip' H 
DerWìindo qiiintli la prima delle (8) stesse rispetto a q avremo : 

^ fhtSn dn ' 
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laiigenle nel punto od in altre parole tulle le Buperflcie in cui il quadralo del- 
l'elemenlo lineare è dato dalla (6) vengono date da luffe le superficie di questa 
ultima specie. 

Ora ilssato il valore di k per esempio uguale ad a per esso qualunque sia 
la superficie da cui si parte purcliè sìa di quelle per cui è verìflcata la relazione 

Pi + Pi = «P 

8i perviene sempre ad una superficie il cui quadrato dell'elemento lineare è espresso 
tliilla (6) in cui è ciimbiato A in a e perciò tutte le superficie ottenute saranno 
applicabili l'una sull'altra e per ogni valore di h si avrà una classe ili superficie 
tutte applicabili l'una sull'altra. 

Si intende clie dai nostri ragionamenti sono sempre escluse le superficie di 
rotaEione il cui asse passa per l'origine dplle coordinate. 

Ora noi abbiamo studiato le superficie in cui : 

p, + p, = fcp ■ 

ed abbiamo visto che si può conoscere l'integrale gonorale dcll^ loro equazione 
difTurcnziale 

per tutti i valori di k dati dalla formula 

dove i indica un numero intero positivo qualunque oppure lo zero. 

Appunto per t = si ha K=ì e le superficie che si hanno sodo quelle di 
Appell. In questo caso la (6) si riduce all'altra 

(^* = q*dp*--ìpqdpdq + q*dq*. 



q*-p* = 
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JNTORSO A UN CASO DI PICCOLE OSCILLAZIONI 

D'UNA SUPERFICIE 

NOTA 

DEL 

Dott. LUIGI CIVININI. 



1. Mi propongo di troTiirc le equazioni ilellc piccole oscillazioni d'una super- 
ficie intorno a una configurazione d'equilibrio stabile (per il caso che questa sia 
pianai, quando l'ulcmento d'area varia e la sua variazione è proporzionale a quella 
che subiscono le forze (tensioni) agenti sull'elemento stesso, quando si sposta e 
si deforma. Questo caso è pcrrettaracnle analogo a quello della corda vibrai.te ('j. 

Partiremo nncbc qui dal supporre le variazioni delle coordinate tanto piccole 
che se ne possano trascurarn le potenze superiori alla pruina. Sia dunque S la 
nostra superficie piana in equilibrio e si prenda il suo piano per piano a.y di un 
sistema d'assi ortogonali, scegliendo l'asse z normale ad esso. Conduciamo rrtdi 
parallele agli assi x,y e vicinissime tra loro, che divideranno la superficii^ in 
piccoli elementi rettangolari, corrispondenti agli clementi rettilinei della corda, 
e prendiamo a considerare uno di questi , i cui vertici sicno n'alia posizione dì 
equilìbrio 

X ,y x + dx , y x ,y + dy x-t-dx ,y + dy. 

Quando la superficie si muoverà e assumerà una posizione vicina alla iniziale, il 
nostro elemento sì IrasformerA in uno vicino e se cliiamiaino $,)],£ le variazioni 
subite da iX!,y,z alla fine del tempo t, le quali variazioni saranno TunzioDi di 



V*) Partielle Difi'erentialgleìchQiigeii nnd dereo Àanendang aaf pbysikaìiscbe Fra- 
gea : Vorlesungen von Bernhard Riemann — BrRunachvveig 1869, 
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Poste cosi le formule preliminari analoghe a quelle die si hanno- per la corda 
Tihrante, vediiimo di esprimere la legge della dclormiizione e di dedurne le equa- 
zioni delle oscillazioni. 

Consideriamo un rettangolo omogeneo tenuto teso da Toric eguali e contrarie 

applicate normalmente ai lati e giacenti nel piano del rettangolo stesso. Sin P la 

forza corrispondente all'unità di lunghezza e quindi Pa , Pb le forze applicate al 

lati a.b nel punto dì mezzo che per simmetria è il punto di applicazione delle 

relative risultanti. Supponiamo che 1' area A del rettangolo varii e divenga A' ; 

che la fona P varii pure e divenga P' e che la Tariazionc P' -P sia funzione del- 

A' — A 
l'aumento d'area S= — - — relativo all'uniti, si abbia cioè 

P'-P = /-C8). 

Se nell'intorno del punto 8 = la f(5). che deve annullarsi per 8 = è svi- 
luppabile in serie delle potenze di S avremo, trascurando i termini d'ordine su- 
periore al primo nello sviluppo , 

(i) P'-P = aS 

con a costante. 

Supponiamo soddisfatte tali condizioni per il nostro elemento della superficie 
S considerato in principio. L'area A era per esso dxdy; l'area variata A' ò 

A 

d,, d ,3 sen (^,, ii„), per cui fatte le sostituzioni e le riduzioni, osservando uncno 

A 

che 8en((i,i(l,3) dilTerisce da I per infinitesimi del secondo ordine avremo: 



^•{S+§ì) 



3. Determiniamo i coseni degli angoli che fanno cogli assi coordinati le nor- 
mali ai lati (f,, , (i|4 situate nel piano del parallelogrammo in cui si è trasformato 
il rettangolo elementare. 

Chiamando intanto A , B , C i coseni dogli nugoli che la normale n al piano 
del parallelogrammo fa con gli assi (*), abbiamo facilmente, tenendo conto delle 
(2) e riducendo 

(«) *-| • »=-g . «='• 

Chiamando poi D , E , F i coseni di direzione della normale a (I„ e a n , e 



(*) La direzione poeìtiva di questa normale, 6 quella che corrisponde alla dire- 
zione positiva dell'asse x passando dal parallelogrammo al rettangolo. 
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e quelle delle forze agenti sul lato d,i , dove si ba y - dy in luogo di y , sono 
per l'unità di lunghezza 

e sottracnilo , moltiplicando per lìx ( I + 7-) e riducendo avremo 

dxdy * » ' » 9y 
Le componenti di tutte le tensioni a cui 6 soggetto il nostro elemento saranno 

X = X, + X, , T:^T, + Y, , Z = Z, + Z, 
cioè 

Voce* 5ì/V * 

Eseguendo le derivate di P' rispetto a x e a j/ (S) avremo 
9P' _ J*|_ 

3y " dxdy d'y 

Chiamando m la massa dell'unità della superficie S, sarà mdxdy la massa 

dell* elemento , e questa moltiplicata per —^ , ~- , -^-z- darà le componenti 

di' aP et' 
X,Y,Z. 

Dividendo per mdxdy i due membri delle (1) dopo aver sostituito alle X, V, Z 



— = \ , 
ni 

otterremo finalmente le equazioni 



9»; , £»5 3»)) 

5i» ax» ^^8a:dy 



et» \9x» ^ 3y*/ 

analoghe a quella che si ha per la corda vibrante. 
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